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Proleg

Coincidint amb la celebracio a Zuric, els passats dies 3 a 11 d’agost,
del 22¢ Congrés Internacional de Matematics, el rectorat de la Universitat
de Zuric dedica la revista trimestral que edita, Unizirich, al tema «La
matematitzacié del mon>. '

Aquest volum no és altra cosa que la traduccio al catala dels articles
de esmentada revista. Hem inclos també el parlament de la Sra. Ruth
Dreifuss en el discurs inaugural del Congrés.

La Societat Catalana de Matematiques, el Centre de Recerca Matema-
tica de UInstitut d’Fstudis Catalans i els traductors dels articles ofereizen
graciosament aquest volum a tota la comunitat matematica de llengua cata-
lana i a tots aquells que estiguin interessats a conéizer més de prop el paper
de les matematiques en el desenvolupament cientific i tecnologic.

Hem d’agrair molt especialment al rectorat de la Unaversitat de Zurie,
que ha autoritzat aquesta traduccio, als traductors de cadascun dels articles
—J. Aguadé, J. Bagaria, P. Bayer, C. Casacuberta, S. Comalada, A. Dou,
E. Nart, M. Sanz, J. Vaquer, 5. Xambo— el fet d’haver acceptat la proposta
amb entusiasme t a Maria Julia que w’ha fet la composicio.

Manuel Castellet
Director CRM
Editor
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L'impacte de les matematiques en el mén
actual

UTH DREIFUSS

Senyores i senyors,

Fa ara uns cent anys, el 1897, va tenir lloc a Zuric el primer Congrés
Internacional de Matematics. El 1932, el Congrés va celebrar-se a Suissa
per segona vegada. En aquella ocasié foren introduides les Medalles Fields
com ’equivalent del Premi Nobel. Avui el nostre pais acull el seu congrés
per tercera vegada. Cap altre pais ha estat honorat d’aquesta manera per la
comunitat cientifica matematicai estic segura que el genius loci demostrara
gratitud per la seva fidelitat i assegurara l’exit del treball de vostes.

Personalment, jo em sento molt honorada d’inaugurar aquest congrés.
Es una oportunitat gens freqiient acollir les primeres figures mundials
d’aquest art i entrar en contacte amb el seu debat cientific.

Si el tema del congrés fos la investigacié del cancer o la historia mo-
derna, seria senzill per a un profa entendre de qué va la discussié. En canvi,
les matematiques, a primer cop d’ull, sembla que sén una eina abstracta
tancada en ella mateixa o un art exclusivista.

Fa dos anys, a Rio de Janeiro, sota el patrocini de la UNESCO, fou
proclamat I’Any Matematic Mundial 2000. En aquella ocasié, la Unié Ma-
tematica Internacional va definir una visié de les matematiques que insistia
en la relacié entre ciéncia i societat. La Declaracié de Rio de Janeiro
estableix que les matematiques pures i aplicades son una de les cluus més
importants per entendre el mon i el seu desenvolupament. Estic segura que
la societat necessita aquestes claus.

Pero com que no séc matematica, em pregunto quines portes obren
aquestes claus i quina societat hi trobarem darrera. Per tant, m’agradaria
aprendre de vostés com veuen els matematics el seu paper en la societat.

Amb la idea de la relacié entre ciéncia i societat al cap, vaig trametre
tres preguntes a una dotzena dels més eminents matematics del mén i estic
molt agraida per les respostes que he rebut. En les dues primeres preguntes
em referia a la distincié entre matematiques pures i aplicades esmentada
en la Declaracié de Rio.
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La primera pregunta feia referéncia a matematiques pures. Déna la
impressié que funcionen en un reialme completament independent. Els
seus resultats no tenen com a proposit la utilitat, sind la seva veritat. La
claredat d’aquesta veritat produeix una bellesa que eleva les matematiques
pures a una forma d’art. Pero, al revés que un arpista que delecta els altres
amb la seva musica, em temo que el matematic pur no pot fer accessible
aquest art a una amplia audiéncia. La meva pregunta fou aleshores: com
pot la matematica pura justificar aquest art a ’estat que la financia?

Per a Beno Eckmann, la matematica estableiz l’estandard per a qual-
sevol raonament objectiu i d’acord amb Friedrich Hirzebruch, sense mate-
matiques no hi hauria pensament logic estructurat.

Per a Raoul Bott, el tresor que busquen (els matematics) esta en el
cor mateiz de tot [...] obtenir respostes precises sobre el mén [...] Com
a tal (la seva) recerca ha d’ésser una inquietud central de qualsevol estat
il-lustrat.

Hi estic d’acord i estic convenguda de la necessitat del pensament ma-
tematic com un component fonamental del mén modern. Historicament les
matematiques han estat una clau per obrir portes a la Il-lustracié. Awvui,
les matematiques pures poden ésser considerades encara com el guardia del
graal del raonament logic.

Perd, com va dir Roland Bulirsch, les matematiques son cultura in-
visible. A més, Jirgen Moser diu que les matematiques poden no ésser
accessibles al plaer d'una amplia audiéncie. Si aquesta cultura de les ma-
tematiques pures és invisible i inaccessible, com es pot, aleshores, demostrar
el seu us practic i fer piblics els seus resultats tangibles?

Armand Borel explica que les matemdatiques son com un iceberg: a sota
de la superficie hi ha el reialme de les matematiques pures, amagat de la
vista de la gent. [...] Per sobre de Uaigua hi ha la punta, la part visible
que nosaltres arromenem matematiques aplicades.

D’acord amb Phillip Grifliths, un dels misteris més profunds de la vida
és de quina manera les millors matematiques pures, desenvolupades per
elles mateizes, inexplicablement i impredictiblement esdevenen ttils.

Jirgen Moser afegeix que la dificultat de fer entendre aquest missatge
radica en el gran periode de temps que es necessita per a reconéizer el valor
dels descobriments matematics. [...] A vegades han de passar més de vint
anys [...] Malauradament, els politics pensen sovint en terminis molt més
curts.

Aixo és certament veritat no només per als politics, siné per a la societat
en general. En els temps moderns insistim en periodes cada cop més curts
per a qualsevol cosa de la nostra vida. Volem un rendiment immediat de
les nostres inversions. Volem informacié en temps real. El periode de vida
de les tecnologies esdevé cada vegada més curt. Els costos d’eficiencia i la
velocitatl han esdevingut els criteris basics per a jutjar qualsevol activitat
humana. Aixo és perillés perque és miopia.

En un entorn com aquest és molt important seguir reconeixent que
el saber és un valor en ell mateix. Les matematiques, com la filosofia o
qualsevol investigacié basica es desenvolupa nomdés gracies a aquest prin-
cipi, que és una part important de la nostra civilitzacié. Si comencem a
oblidar-lo, comprometem les arrels del nostre progrés.

El futur no es pot predir. No podem jutjar el saber basant-nos en la
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seva utilitat immediata. Per exemple, el treball de Vaughan Jones, que
va connectar la teoria de nusos tridimensionals amb 1’analisi funcional, fou
guardonat amb la Medalla Fields en el darrer congrés a Kyoto en base
al seu merit intrinsec. Més tard, aquesta teoria fou utilitzada pels fisics
en mecanica estadistica i pels biolegs per explicar ’estructura del DNA.
Es només a través del reconeixement i del suport a la investigacié basica
que la societat pot assegurar el desenvolupament complet i continuat del
progrés cientific.

Passem a la matematica aplicada. Actualment les matematiques apli-
cades han esdevingut una base per a totes les altres ciéncies i tenen un
enorme impacte en la vida de les societats modernes. Per aixo les mate-
matiques aplicades sén altament relevants i tils a la societat, perd han
perdut la seva innocéncia. Nogensmenys, contrastant amb el debat sobre
la responsabilitat de la fisica nuclear i de ’enginyeria genética, tinc la im-
pressié que hi ha hagut una escassa discussid etica sobre el paper de les
matematiques en la societat. Per tant, aquesta és la meva segona pregunta:
les matematiques, han eludit aquesta discussi6?

Hi ha matematics que afirmen neutralitat moral per a la seva cién-
cia. René Thom, per exemple, m’escrivia que les matematiques per elles
mateizes son éticament neutrals.

Pero, Sir Michael Atiyah em recordava en la seva resposta que la bomba
atomica fou construida només després de llargs calculs matemadtics, i Jiir-
gen Moser afegeix que els famosos matematics von Neumann i Ulam van
jugar un paper important en aquest projecte. _

Armand Borel pregunta: s’hauria de considerar el fet que les mate-
matiques son a la base de Uartilleria o de les bombes teledirigides com un
problema étic? Si, jo penso que si. v

Es cert que la majoria dels matematics son lluny de les decisions de
Uaplicacio del seu treball, com apuntava Friedrich Hirzebruch. Beno Eck-
mann va encara més enlla quan diu: per a les propies matematiques aquesta
discussio (ética 1 politica) és irrellevant. [...] Com a activitat intel-lectual
pura, no pot ésser influenciada per una discussic d’aquest tipus. Sens
dubte, aquells que apliquen les matematiques han d’afrontar aquesta dis-
Cussio.

Nogensmenys, no crec que fent distincié entre la teoria abstracta i
I’aplicacié practica es pugui eliminar el problema étic. Devem als ma-
tematics bona part del progrés de la nostra societat i hem de reconéixer
llurs meérits, pero, al mateix temps, els matematics han d’assumir llurs
responsabilitats.

Raoul Bott ha expressat el seu argument en contra de la neutralitat
etica, escrivint-me que l’edat de la innocéncia s’ha acabat per a tots nosal-
tres.

Estic convenguda que aixo és veritat no només per a la ciéncia siné per
a la majoria d’activitats humanes. Avui, gracies a la ciéncia, la nostra
societat ha desenvolupat un enorme poder per controlar la natura. Aquest
poder ens capacita per agafar el nostre desti amb les nostres mans. Pero,
aquest poder ens for¢a a assumir les responsabilitats inherents. Si 1’edat
de la innocéncia ha arribat a la seva fi, hem d’admetre que ha estat reem-
plagada per 1’edat de la responsabilitat.

Passem a la meva ultima pregunta: si, com a ministra d’Educacid,
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tingués la possibilitat de crear deu noves catedres a les universitats suisses,
quantes n’hauria d’assignar a matematiques i per qué?

Phillip Griffiths és generds amb la seva ciéncia i contesta: totes haurien
d’ésser per a cientifics matematics.

També opina aixi Gerd Faltings: nou catedres per a matematiques, perd
—com que li agrada la misica— deixa la desena per a un arpista.

Sir Michael Atiyah, Friedrich Hirzebruch i Jirgen Moser en reclamen
quatre o cinc per a matematiques. Aquesta és més o menys la mitjana de
totes les respostes. De fet, actualment a Suissa només una de cada vint
catedres és de matematiques.

Algunes respostes fan emfasi exclusivament en les necessitats de les
ciéncies naturals. Aixo és sorprenent. Quan hom considera la complexitat
dels problemes amb qué s’encara la societat, estic convenguda que la seva
solucié requerira un esforg decidit i finangat de les ciéncies socials i les
humanitats, en col-laboracié estreta amb les ciéncies naturals.

En vista de la creixent importancia de la ciéncia, comprenc per queé els
cientifics demanen més mitjants, per qué volen més catedres que les que
tenen. Dels cientifics, cada vegada s’espera més que trobin solucions a tots
els nostres problemes. Es més que legitim que vostés demanin a la societat
els mitjants necessaris.

La ciéncia i la recerca sén crucials avui dia. D’aix0o, no me n’han de
convencer com a ministra d’Educacid, pero junts hem de convencer la gent
i al Parlament. Hem de convencer als contribuents. Aquesta és una tasca
dificil quan els pressupostos piblics acumulen enormes déficits.

Un problema és que no som conscients del creixent impacte de la ciencia
ala societat quan conduim un cotxe o quan utilitzem el telefon. La majoria
de la gent no pensa en el cientific, el treball del qual és darrera de qualsevol
cosa de la nostra vida diaria. Pregunteu, per exemple, a qualsevol suis «De
qui és el retrat que hi ha al bitllet de deu francs?» Seran incapagos de dir-
vos-ho. No han observat mai que és Leonhard Euler. Probablement, no
saben ni qui és Luler.

Es responsabilitat de la comunitat cientifica dir a la gent per que la
ciencia és important. Es la seva responsabilitat i la meva.

Els desitjo el millor per al seu congrés. Gracies.

Discurs de la Sra. Ruth Dreifuss, ministra federal d’Educacié de Suissa, en la inauguracié
del Congrés Internacional de Matematics el 3 d’agost de 1994 a Zuric.
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De families, nens prodigi i autodidactes

Abans del 1850 grans matematics suissos van ensenyar
en diverses universitats d'Europa. Amb la fundacié d'al-
gunes universitats a Suissa a la segona meitat del segle
XIX, la matematica a la nostra terra va viure un resor-
giment per la crida de joves matematics alemanys espe-
cialment ben dotats. L'any 1897 va tenir lloc el primer
Congrés Internacional de Matematics a Zuric.

MAX-ALBERT KNUS

El segle XVIII és el gran segle matematic de
Suissa. Després de la mort de G. W. Leibniz el
1716, el desenvolupament de la matematica va ser
portat principalment pels Bernoulli i per Euler.
Van ser descobertes eines que encara avui son in-
dispensables.

A causa de la seva fe protestant, la familia
Bernoulli es va escapar d’Holanda i es va establir
a Basilea al comencament del segle XVII. Niko-
laus (el vell) Bernoulli (1623-1708), conseller del
Tribunal de Justicia, és la soca d’una familia de
matematics que en tres generacions en va donar
vuit. Des del 1687 la Catedra de matematiques
de la Universitat de Basilea va estar ocupada
pels Bernoulli durant més de cent anys. Jakob I
(1654-1705) no és nomsés el primer matematic de
la familia, siné també el primer matematic suis
famos.

Després d’uns estudis de teologia; va comencar
a estudiar d’una manera autodidactica la (en
aquella época) nova analisi de Leibniz i New-
ton. Des del 1687 fins a la seva mort, el 1705,
va ser professor a Basilea. Els seus resultats
més significatius sén en les aplicacions geome-
triques del calcul diferencial i del calcul integral
(ell és considerat el fundador del calcul de varia-
cions) i per altra banda en la teoria de proba-
bilitats. La llei dels grans nombres, segons la

qual quan el nombre de proves creix, la fre-
qiiéncia relativa tendeix cap a la probabilitat de
I’esdeveniment, es troba en el gran treball Ars
conjectandi que va ser publicat postumament el
1713 pel seu nebot Nikolaus I.

El successor de Jakob I en la Catedra de mate-
matiques de la universitat va ser el seu germa Jo-
hann I (1667-1748), que era professor a Groningen
des del 1695. Johann primer va estudiar medicina
i després va ser introduit a la matematica pel seu
germa. Al principi van treballar molt units fins
que per qiiestions de prioritat es van enemistar to-
talment. Els princi.pals treballs de Johann sén en
el domini del calcul integral i del calcul de varia-
cions. A partir del 1710 va comencar a aplicar la
nova analisi a la fisica i a la mecanica.

Encara que el conflictiu Johann era temut com
a professor, va tenir deixebles famosos com Leon-
hard Euler (1707-1783), Pierre Louis Moreau de
Maupertius (1698-1759), Gabriel Cramer (1704-
1752) i Alexis Claude Clairaut (1713-1765). Mau-
pertius, nascut a Sant Malo, provenia d’una molt
respectada, antiga i noble familia. Durant anys
va ser president de I’Académia de Berlin i va tenir
un paper important en la introduccié de la fisica
de Newton al continent. Va ser el primer en re-
conéixer la importancia del principi de la minima
accié. Ell va morir a casa de Johann II, fill de
Johann I Bernoulli.

El ginebri Gabriel Cramer encara és conegut
avui per la seva obra filgebm. Per a ell i per al
seu amic Jean-Louis Calandrini (1703-1758) va
ser creada el 1724 una Catedra de matematiques a
I’Académia de Ginebra, quan tots dos tenien una
mica més de vint anys. D’una manera alternativa
la regentava un dels dos mentre 1’altre estava de
viatge d’estudis.

Com a nen prodigi matematic, Alexis Claude
Clairaut va viure a Paris. Als dotze anys va .pre-
sentar a I’Académia de Paris resultats d’inves-
tigacié propis. Als divuit anys era membre de
I’Académia.
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Daniel (1700-1782), el segon fill de Johann I,
era un savi universal. A Peterburg primerament
va ser professor de fisica i després de matema-
tiques, i en tornar a Basilea va ser professor de
botanica i d’anatomia. El 1750 va ser professor
de fisica. El 1760 va defensar la vacunacié contra
la verola.

Els altres matematics de la familia Bernoulli no
han tingut tanta importancia. Es curiés que quasi
tots els matematics no ho van ser de primer ofici
sin6 que després d’altres estudis —normalment el
dret— van ser atrets per les matematiques. Molt
prest tota la familia Bernoulli es va convertir en
una llegenda. Es conta la segiient anecdota de
Daniel: en un viatge, en una conversa, ell es va
presentar a un desconegut i va rebre la sarcastice
contesta «i jo soc Isaac Newton>.

Matematics suissos del segle XVIII...

Leonhard Euler, fill d’un pastor d’animes dc¢
Basilea, primer va estudiar teologia i després ma-
tematiques amb Johann I Bernoulli. Als dinou
anys va sollicitar, sense exit, una plaga de pro-
fessor de fisica a Basilea, i un any més tard va
seguir a Peterburg els seus dos amics Daniel i
Nikolaus II Bernoulli, tots dos fills de Johann I.
amb I’esperancga d’obtenir una plaga de professor
de fisiologia a 1’Academia. El 1725 Catarina la
Gran va fundar I’Académia de.Peterburg i va in-
tentar fer-hi anar Johann I. Aquest va refusar la
crida i va enviar-hi els seus dos fills, Daniel i Niko-
laus I1. El 1731 Euler va ser professor de fisica a
I’Académia i dos anys més tard de matematiques.
Els mals moments que passava Russia el van de-
terminar a seguir una crida de I'rederic II per anar
a I’Académia de Berlin. Les diferencies que van
sorgir amb el rei van fer que Euler tornés a Peter-
burg el 1766. Euler «cessa de vivre ct de calculers
(Condorcet, L’Eloge) el 18 de setembre del 1783.
El nom d’Euler es troba a tot arreu en la mate-
matica: encara avui els matematics treballen cada
dia en les equacions, férmules, integrals, nombres,
angles d’Euler i apliquen teoremes d’Euler. Arago
ha dit: «Euler va calcular sense esfor¢ visible, aix{
com els homes respiren i les aguiles volen». Aixo
no és cap exageracio, si hom pensa amb quina fa-
cilitat Euler va escriure els seus tractats cientifics.
Indubtablement, Euler és el matematic més fruc-
tifer de la historia.

Gabriel Cramer (1704-1752)

Leonhard Euler (1707-1783)



El 1909 la Societat Suissa de Ciencies va decidir
publicar-ne les obres completes. Entretant quasi
tots els tractats matematics han estat publicats.
Amb tot, caldran deu anys o més per a tenir en-
llestida la seva correspondeéncia.

Un altre matematic suis que al segle XVIII va
tenir un paper important fora de Suissa va ser
Lambert (1728-1777). Nat a Miilhausen, després
d’un aprenentatge de sastre, va treballar de se-
cretari amb un jurista de Basilea. El 1748 va
comengar a fer de professor particular amb la
familia von Salis a Chur. Durant els anys 1756-
1764 va viatjar per Holanda, Francga, Italia i Ale-
manya primer com a acompanyant del seu alumne
i després pel seu compte. El 1764 es va establir
a Berlin, el 1765 va veure realitzada la seva espe-
ranga de ser membre de I’Académia i el 1770 va
obtenir un carrec piblic com a conseller d’Obres
Pibliques.

Lambert és un dels tipics erudits universals
del segle XVIII. Com a complet autodidacte
va obtenir significatives contribucions en ciéncies
naturals, en técnica, en logica, en matematica, en
filosofia i en art. En matematiques és conegut
principalment per la seva demostracié de la irra-
cionalitat del nombre 7. Va ser descrit pels seus
contemporanis com una personalitat especialment
original. La seva conducta i els seus vestits sovint
irritaven tot Berlin.

També va ser autodidacte Jean Robert Argand
(1768-1822). Nat a Ginebra, va viure com a sim-
ple tenidor de llibres a Paris. En un escrit impres
privadament va ser un dels primers a publicar una
clara representacié geometrica de les operacions
amb nombres complexos. De la seva vida no es
coneix gairebé res.

...1 del segle XIX

Els grans matematics suissos del segle XIX
foren Jakob Steiner (1796-1863), el geometra, i
Charles-Francois Sturm (1803-1855), I’analista.
Com Euler i Lambert van fer la seva carrera fora
de Suissa.

Jakob Steiner nat a Utzenstorf, fill d’un pages,
no va aprendre a llegir fins als catorze anys. Als
divuit anys va deixar la seva familia per anar a
P’escola de Johann Heinrich Pestalozzi a Yverdon.
El gran pedagog de seguida es va adonar del talent
del jove i el va enviar a estudiar matematiques a
Heidelberg. Després de quatre semestres, Steiner
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se’n va anar a Berlin. Per a ell va comencgar
un temps dificil durant el qual va guanyar-se la
subsisténcia mitjancant classes particulars i com
a professor ajudant. El 1834 Steiner, que més
tard va ser considerat com «el gedometra més gran
del seu temps», va ingressar com a membre de
I’Académia i va ser nomenat professor de la uni-
versitat. Des del 1857 les malalties van perjudicar
fortament les seves facultats creadores. Va morir
1’1 d’abril de 1863, durant unes vacances a Berna.

Charles-Frangois Sturm va néixer a Ginebra.
La seva familia havia deixat Estrasburg el 1760,
i el seu pare, un esperit rigords i sistematic, vivia
molt senzillament com a mestre. Va morir quan
el seu fill tenia setze anys. Després d’uns estudis
de matematiques a ’Académia de Ginebra (en
aquella época encara no era universitat), Sturm
va entrar a la familia de Broglie com a profes-
sor particular del fill petit de la famosa Madame
de Staél. En aquella eépoca la familia vivia en el
palau Coppet. Quan Sturm va tornar a Parfs va
tenir ’oportunitat de visitar la capital i alla va en-
trar en contacte amb els grans matematics i fisics
francesos com Aragé, Laplace, Poisson, Fourier,
Gay-Lussac i Ampere. En particular, va ser guiat
cientificament per Fourier. Després d’alguns anys
d’ensenyament en escoles secundaries va ser elegit
professor a la famosa Ecole Polytechnique i més
endavant a la Sorbona. El seu Cours d’Analyse
és encara avui famds.

Ludwig Sclafli (1814-1895) també va ser una
personalitat interessant del segle XIX. Com molts
matematics d’aquell temps, primer va estudiar
teologia, precisament a la nova Universitat de
Berna. Com a jove mestre a Thun va emprar
el temps lliure (i els diners estalviats) per es-
tudiar matematiques. El 1843 uns coneguts el
van presentar a Steiner. Aquest estava a punt
d’anar a Roma amb Jacobi (1804-1851), Dirichlet
(1805-1859) i Borchardt (1817-1880) per passar-
hi I’hivern. Steiner va proposar emportar-se
Schlifli com a intérpret, perque ja era coneguda la
seva facilitat per aprendre idiomes juntament amb
la seva aptitud per a les matematiques. A Roma
Schlafli va traduir a l’italia treballs de Jacobi i
Steiner. Com a compensacio ell va rebre ensenya-
ment privat dels savis berlinesos, especialment de
Dirichlet, li va ensenyar teoria de nombres. De
tornada a Berna va comencar a ensenyar a la uni-
versitat fins que el 1853 el van nomenar professor.
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Historia de les matematiques

Richard Dedekind (1831-1916)

La seva obra principal Theorie der vielfachen
Kontinuitdt va ser acabada de publicar després de
la seva mort. Aquest treball, en el qual es genera-
litzen a espais n-dimensionals molts resultats de
la geometria euclidiana, és de molt dificil lectura i
moltes de les coses que hi ha van ser redescobertes
més tard per altres matematics i exposades en un
llenguatge més clar.

A Suissa fins a la meitad del segle XIX només
hi havia tres universitats: Basilea amb la seva
llarga tradicié, Zuric i Berna, fundades el 1833
i el 1834 respectivament. L’ensenyament de les
matematiques estava limitat a la geometria i ele-
ments de calcul diferencial i integral. El paisatge
academic va cagviar completament amb la fun-
dacié de I’Escola Politecnica de Zuric (ETH) el
1855 i amb la transformacié en universitats de
les académies de Ginebra (1874), Lausana (1890),
Neuchatel (1909) i la fundacié de la Universitat de
Friburg (1889). La matematica també va viure
un resorgiment, amb tot, hem de confessar amb
modestia, que en part va ser merit de joves ma-
tematics alemanys (llavors encara no establerts)
que van comencar la seva carrera a Suissa i par-
ticularment, a Zuric. Mencionem, entre d’altres,
Richard Dedekind (1831-1916), Hermann Aman-
dus Schwarz (1843-1921), Georg Friedrich Frobe-
nius (1849-1917) i Hermann Minkowski (1864-
1909).

Fins al 1850 famosos matematics suissos van
ensenyar en diverses universitats d’Europa. A la
segona meitat del segle XIX van anar a Suissa
grans matematics alemanys. Avui hi ha un inter-
canvien les dues direccions. Sila matematica s’ha
mantingut molt viva a Suissa, és merit de tots els
matematics que hi ensenyen i hi investiguen i de
tots els matematics de ’estranger amb els quals
s’ha maldat per tenir contactes personals i cien-
tifics. Aquesta circumstancia explica, tal vegada,
per que Suissa té la noble tasca d’albergar per
tercera vegada el Congrés Internacional de Mate-
matics el 1994, després dels del 1897 i 1932.

Max-Albert Knus és professor de matematiques a PETH

de Zuric.
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La bellesa dels espais i les formes

Els poliedres convexos sén alguns dels objectes matema-
tics més antics i simples pero, tanmateix, un estudi apro-
fundit de la seva configuracid ens condueix a midltiples
i significatives preguntes. Queé és un poliedre convex?
Es una figura limitada per un nombre finit de superficies
planes i que és convexa, és a dir, donats dos qualssevol
dels seus punts, el segment que els uneix és contingut
en el poliedre. Els cossos platonics: tetraedre, cub, oc-
taedre, dodecaedre i icosaedre sén exemples de poliedres
convexos.

PETER MANI I BEAT JAGGI

Els cinc cossos platonics

En aquestes cinc figures antiquissimes ja poden
endevinar-se dos camins que parteixen dels polie-
dres convexos: un primer cami s’endinsa cap a
I'interior de les matematiques, ’altre s’expandeix
cap enfora, cap a la practica, cap a la natura
(figura 1). Volem convidar el lector a fer amb
nosaltres algunes curtes passejades per aquests
dos camins.

Al llarg del primer d’aquests camins po-
dem contemplar el tretze llibre dels Elements
d’Euclides, on es descriuen meticulosament els
cinc cossos platonics i es demostra que, fora d’ells,
no hi ha al nostre espai cap altre poliedre regular.

En el segon cami trobem la idea, que avui dia
dificilment podem acceptar, que cada un dels cinc
cossos regulars ha de correspondre’s amb un dels
cinc elements de 1'univers: foc, terra, aigua i aire i
la cinquena substancia, innombrada. Si avancem
prop de dos mil anys enlla, ens trobem amb J. Ke-
pler. Segons la seva teoria, entre la matematica i
el mén exterior hi ha d’haver una harmonia per-
fecta. En particular, les orbites planetaries es-
tarien determinades de manera simple a partir

dels poliedres regulars. Es forca curiés observar
com aquesta teoria va ser contradita i definiti-
vament enterrada, després d’un esgotador treball
i, segurament, amargues llagrimes, pel seu propi
creador, ben a l’inrevés de com ha passat amb
tantes altres teories fantasioses.

Figura 1. Els cinc cossos platonics.

La formula d’Euler

En el primer dels dos camins anteriors, volem
ara fer esment d’un petit estudi de L. Euler, on
aquest observa que sempre es compleix la relacié
fo— fi+ fo = 2 entre els nombres f; dels elements
t-dimensionals de la vora d’un poliedre convex.
Aqui fp és el nombre de vertex, f; el d’arestes
i fo el de cares del poliedre en qiiestié. No ha
estat fins a I’¢época contemporania que s’ha vist
que ’equacié d’Euler no és més que el primer pas
d’una nova teoria dels espais i les formes que es
coneix amb el nom de topologia i és una de les
parts més belles de la recerca matematica. No
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podem pas estendre’ns aqui en aquesta teoria,
pero-heus aqui un petit exemple: si dibuixem una
xarxa qualsevol sobre la superficie d’un tor i cal-
culem el valor de fo— fi+ f2 obtenim sempre zero,
mentre que si fem el mateix sobre una «superficie
amb dos forats» el resultat és sempre —2.

Abans de passar a parlar dels temps actuals,
donem una volta pel llac de Thun, al bell mig de
Suissa, on, a mitjan segle passat, L. Schlifli va
tenir prou empenta com per a reflexionar sobre
els poliedres en espais de més de tres dimensions.
En el proper paragraf, quan parlem de progra-
macio lineal, assajarem de fer veure com hom pot
anar a parar, de manera natural, a la consideracio
d’aquests objectes.

Keplers Weltgeheimnis (Bild 2)

PLan IMENSIONES ET DISTANTIAS PER QVINGVE
Thavia Tl o PLANETARY 25 00X u:unFu TXHIBENS.
. No, oNo. FRIDERICO, DI WiIR:
TevsTRiss . PRANCIRL AC DI DN, R Crmuesrn s

Figura 2. La visié del mén de Kepler: Les
sis esferes planetaries encaixades en els cinc
cossos platonics. L’esfera exterior se sosté

sobre el cub.

Un dels descobriments més impressionants de
Schléfli va ser ’extensié de la férmula d’Euler als
poliedres de dimensi6 d arbitraria. Ens diu que la
suma alternada

fo—fi+fa—fat o+ (=) fy

és igual a zero si d és un nombre parell i igual a
2 si d és senar. Per d = 2 (poligons), aixo és evi-
dent, pero 1’autentica bellesa d’aquesta férmula,
la descobrim quan passem a dimensions superiors.

Avui podem dir que L. Schléfli ha estat un dels
més grans exploradors i descobridors i que, en si-
lenci i sense 1s de la forga, ha entrat en una con-
trada en la qual mai ningi no havia estat abans:
els espais de dimensié superior i els seus poliedres
CONvexos.

Programacié lineal

Si el lector ens permet ara de donar un tomb
pel cami de fora de les matematiques, voldriem
parlar d’un problema que condueix, de manera
natural, a la consideracié de poliedres de dimen-
si6 superior. La branca de les matematiques que
s’ocupa dels problemes del tipus que descriurem
ara s’anomena programacié lineal. Considerem
un problema de la vida quotidiana. Cada dia
hem d’obtenir, a partir de la nostra alimentacio,
I’energia, la proteina, el calci, etc., que neces-
sitem, sense menjar més del necessari i mantenint
el cost d’aquesta alimentacié tan baix com sigui
possible. Per tal de simplificar, suposem que ens
alimentem només de llet i ous. 100 cm® de llet
contenen 3,5 g de proteina, 80 mg de calci i costen
30 pTA. Un ou conté 7 g de proteina, 40 mg de
calci i costa 50 PTA. Diariament, un adult neces-
sita uns 56 g de proteina i uns 800 mg de calci
i admetem que no podem digerir més de 2 litres
de llet al dia ni més de 12 ous. Com fixariem la
nostra dieta de la manera més economica possi-
ble, tot i proporcionar-nos la proteina i el calci
que necessitem? Podem illustrar la situacié amb
un senzill diagrama.

Sigui z el consum diari de llet (en decilitres),
sigui y el nombre d’ous consumits (figura 3). La
condici6 de prendre prou proteina es tradueix en
la desigualtat 3,52+ 7y > 56 i el calci ens déna la
desigualtat 80z + 40y > 800. El cost de comprar
2 dl de llet i y ous és de 30x + 50y PTA.

A partir del diagrama podem veure facilment
que a la solucié optima, 2 = 8 dl de llet i



y = 4 ous, s’hi arriba desplacant la funcié cost
K = 30z + 50y fins que toqui el domini ratllat de
les solucions admissibles.

A
N7
z“ > 4 6 s la’ 12 f/l/{%//m 2

Figura 3. Programaci6 lineal.

Quina relacié hi ha entre aquest problema i
els poliedres convexos? Bé: el conjunt de les
solucions admissibles del nostre problema és un
poliedre convex de dimensié dos. Si la nostra
dieta constés de més de dos aliments, el domini
de les solucions seria un poliedre convex de di-
mensi6é superior, per exemple, de dimensié 10 si
ens alimentéssim a partir de deu tipus d’aliment
diferents. En el nostre problema de dimensid
dos hem pogut trobar la solucié amb un sen-
zill dibuix. Potser també en el cas de dimensié
tres podriem arribar a fer-ho aixi, perdo és clar
que en el cas de més de tres variables, obtenir la
solucié per un dibuix és inviable. Malgrat aixo,
s’ha pogut obtenir un algorisme'que resol el pro-
blema en general. G. B. Dantzig és I'autentic
descobridor de ’anomenat algorisme del simplez.
Tota una multitud de preguntes de l’economia i
la técnica, aparentment no relacionades les unes
amb les altres, poden formular-se com a proble-
mes de programacio lineal i resoldre’s amb I’ajuda
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del meétode del simplex. L’any 1975, L. V. Kan-
torovich i T. C. Koopmans van rebre el Premi
Nobel d’economia pels seus treballs sobre progra-
macié lineal. El treball de Dantzig potser es va
considerar com massa purament matematic i és
ben sabut que no hi ha Premi Nobel de matema-
tiques. ..

L’algorisme del simplex

Com funciona ’algorisme del simplex? Les
cares del poliedre convex que representa les solu-
cions admissibles vénen donades per un sistema
d’equacions lineals. La funcié que cal minimitzar
ve donada per un pla que cal desplagar fins que
toqui el poliedre. Partint d’un vertex, 1’algorisme
busca un altre vértex contigu amb cost infe-
rior. A cada vértex del poliedre, li correspo-
nen algunes de les equacions del sistema origi-
nal. L’exercici consisteix, doncs, a resoldre suc-
cessius sistemes d’equacions. La simplicitat de
I’algorisme el fa a;propia,t per a la seva imple-
mentacié a ’ordinador. Durant forga temps, pero,
va restar oberta la pregunta de fins a quin punt
era rapid i eficient aquest algorisme. S’ha vist
que, per a gairebé tots els problemes, és un al-
gorisme molt bo, pero V. Klee i G. J. Minty han
construit exemples en qué 1’algorisme del simplex
requereix un temps de calcul molt llarg. Recent-
ment s’ha estat mirant de trobar meétodes millors,
com ’algorisme de Karmakar.

Tornem al primer dels nostres camins i convi-
dem el lector a continuar el passeig. Considerem
el reticle G4 format pels punts de coordenades en-
teres de I’espai euclidia de dimensio d.
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Anomenarem poliedre reticular un poliedre con-
vex, els vertex del qual siguin punts de Gg4. Si
P és un poliedre reticular i A és un dels nombres
0,1,2,3,..., AP designara el poliedre que s’obté a
partir de P fent una homotecia de centre 1’origen
de coordenades i ra6 A\. Designem per fp(A) el
nombre de punts del reticle que sén a dintre de

AP.

El polinomi de Ehrhart

En l'exemple representat en la figura 4 tenim
fp(0) =1, fp(1) = 6, fp(2) = 16. Es clar que
fp(A) creix amb A, pero, com ho fa? Fa més de
trenta anys que E. Ehrhart, que aleshores era pro-
fessor d’ensenyament secundari a Estrasburg, va
descobrir que fp és sempre un polinomi de grau
d, de la forma

FP(A) = a0+ @A+ a2 4 - 1Al

Figura 4. Polinomi d’Ehrhart.

Es una férmula simple, perd lauténtica aven-
tura, el cami cap a l’interior de la matematica,
va comencar quan [Ehrhart va interrogar-se so-
bre com determinar els coeficients ag,ay,...,ay,.
En el cas del nostre exemple veiem facilment que
ap = 1, a3 = a; = 2,5, pero, quina és la resposta
per al cas d = 3, que és el cas de ’espai ordi-
nari? Si A és molt gran, el nombre de punts a AP
s’acosta al volum del poliedre AP. A partir d’aqui
podem veure que a3 ha de ser igual al volum de
P. ay és una mena de superficie lateral de P i si
prenem A = 0 veiem que ag = 1. Quant val, pero,
a1? Quant val en el cas del tetraedre, que deu ser

tan senzill com sigui possible? J. Pommersheim
ha trobat recentment la férmula que podem veure
en aquesta mateixa pagina.

No intentarem pas de descriure totes les com-
ponents d’aquesta férmula, perqué aixd no ens
serviria pas per entendre-la a fons. El que si que
direm és que cada poliedre reticular de dimen-
sid tres posseeix una misteriosa companya que ha
restat invisible durant molt de temps: una va-
rietat torica de dimensié sis V(P). S’ha pogut
veure que, aplicant els metodes de la topologia a
la varietat V(P), pot obtenir-se informaci6 sobre
el poliedre P, en particular sobre els coeficients
g, Q1,...,0y 1 també sobre la féormula de J. Pom-
mersheim.

Aixo és una magnifica recompensa per a nosal-
tres: la topologia, que fa ben bé dos-cents anys
que va comencar estudiant els poliedres, ens per-
met avui entendre els poliedres des d’un punt de
vista totalment nou.

Peter Mani i Beat Jaggi sén professors a I’Institut de Ma-

tematiques de la Universitat de Berna.



Nusos i enllacos

Els matematics utilitzen mots diversos per a designar les
corbes de |'espai ordinari. Quan s'interessen per corbes
tancades i per aquelles propietats que es conserven per
deformacions, parlen de nusos. Un nus es fabrica prenent
un fil elastic, embolicant-lo d'alguna manera sobre ell
mateix i unint, finalment, els seus dos extrems. El fil
pot estirar-se o deformar-se, perd entendrem que tenim
sempre el mateix nus mentre no tallem el fil o el tornem
a enganxar.

PIERRE DE LA HARPE

Es coneixen magnifiques representacions de nu-
sos al llarg dels temps, per exemple a la cultura
celta. Els primers treballs matematics sobre nu-
sos es produeixen cap a ’any 1860 (1); trobem un
interés creixent en els nusos durant els anys vint
d’aquest segle (2) i s’observa una autentica ex-
plosid de noves activitats en aquest camp a partir
de 1984 (3).

Com havien fet molts d’altres abans, els mate-
matics dibuixen també una gran multiplicitat de
nusos. Els seus diagrames preferits sén del tipus
dels representats a les figures 1 i 2: sén corbes tan-
cades que es tallen elles mateixes en determinats
punts, en els quals la propia representacio ens in-
dica quina és la part del nus que passa per dalt
de D’altra. Per simplicitat, s’eliminen les cruilles
de més de dos segments i s’admet que els dos
segments es creuen sempre fent un angle positiu
(vegeu la figura 4). Es també til considerar dia-
grames que representin enllagos de diversos nu-
sos, més o menys nuats els uns amb els altres. La
figura 1 mostra dos diagrames de nusos; la figura
2 mostra un enllag amb dues components. La
figura 3 mostra una fotografia (4) de materia cel-
lular (DNA) la qual, de vegades, es presenta en la
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forma d’un cordd nuat; aquest fet és conegut dels
biolegs des de principi dels anys vuitanta.

Figura 1. Dos diagrames de nusos.

L Y
Sus

sumusssessssassssascaned

Figura 2. Un enllag de dues components,
una dibuixada amb trag continu i ’altra

amb trag puntejat.

Un dels primers problemes que presenten
aquests dibuixos pot formular-se de la segiient
manera: Quan ¢és que dos diagrames d’aquests re-
presenten el mateix nus o enllag? Que la pregunta
no és pas trivial ens ho mostra la figura 1 (treta
d’un llibre de 1. Tietze (5)): A primer cop d’ull no
és gens evident si els dos diagrames representen el
mateix nus o no. Quin lector sera capag de veure
rapidament que es tracta de nusos diferents?
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Acoloriment de diagrames i el nimero de
Fox d’un nus

Un dels métodes més simples per a distingir
certs tipus de nusos és l’obtingut, pels volts del
1960, per Ralph Fox, de la Universitat de Prince-
ton (6). Certament, no ha estat fins molt recent-
ment que les idees de Fox han trobat el seu lloc
com a casos particulars d’un meétode sistematic
(vegeu les referéncies (7), (8) o (9)).

Aquest metode té a veure amb l’acoloriment.
Es pren una certa quantitat senar de colors, tres
en el cas més simple, i s’acoloreixen, en el dia-
grama d’un nus o d’un enllag, cada un dels seg-
ments continus. Es diu que aquest acoloriment
compleix la regla de Fox (o que és un acoloriment
de Fox) quan a cada cruilla del diagrama coin-
cideixen un o tres colors, pero mai dos. (En el cas
de 5, 7, ... colors, hi ha regles més complicades.)
No és dificil de veure que quan passem d’un dia-
grama a un altre per mitja d’una modificacié local
com les de la figura 5, és a dir, un moviment de

Figura 3. Una molécula

de DNA nuada.

Reidemeister de tipus I, II o II1, el nombre total
d’acoloriments de Fox no canvia. Perod cada de-
formacié d’un diagrama d’un nus es pot descom-
pondre en una successié de moviments d’aquests
tipus (10), com pot veure’s mitjangant una orde-
nacié dels fils, com es fa a la figura 6. D’aqui se
segueix que el numero de Fox (és a dir, el nombre
d’acoloriments que compleixen la regla de Fox) no
depén del diagrama considerat, siné que nomsés
depén del nus representat.

Aixi, per exemple, els dos diagrames de la figura
7 no representen pas el mateix nus: el primer nus
(anomenat nus trévol) admet nou acoloriments de
Fox; per contra, el segon nus (anomenat nus vuit)
n’admet només tres, cada un dels quals només
utilitza un sol color. De la mateixa manera, veiem
que la figura 8 representa dos enllagos diferents:
mentre que el primer enllag admet només els aco-
loriments amb un tnic color, el segon admet un
acoloriment amb tres colors.



La teoria de nusos i el formalisme de la
fisica estadistica

Cap a finals dels anys vuitanta els matematics
van generalitzar aquest metode de ’acoloriment.
La idea els va arribar provinent de models de la
fisica teorica que, inicialment, havien servit per a
I’estudi dels materials ferromagnétics com ara el
ferro, el cobalt o el niquel. Aquests metalls pre-
senten la remarcable propietat que, si s’escalfen
per sobre d’una certa temperatura ben determi-
nada, deixen de ser magnétics. La compren-
sié dels mecanismes microscopics responsables
d’aquest comportament és un auténtic repte per
a la fisica.

QYAVAR
-

Figura 4. Un diagrama no acceptable.
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Figura 5. Els tres moviments de Reide-

meister.
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Els primers intents de solucié sén els d’Ernst
Ising, que va ocupar-se d’aquest problema el 1925
en la seva tesi doctoral, dirigida per Wilhelm Lenz
d’Hamburg. Es forga curiés que 1’éxit immediat
d’aquesta tesi va ser forca modest, fins al punt
que el seu autor va haver de canviar d’activitat.
Durant la guerra va sobreviure amb moltes difi-
cultats, i va perdre tot contacte amb la recerca.
Va quedar, doncs, ben sorprés quan, el 1947,
després de la seva arribada als Estats Units, va
trobar-se convertit en un home faméds. Cal tenir
present que, mentrestant, algunes de les seves
idees havien estat represes i havien conduit a de-
senvolupaments espectaculars dintre de la fisica
teorica (11).

BRI

Figura 6. Seqiiéncia de moviments de
Reidemeister entre els diagrames de la

figura 1.
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(Y

Figura 7. El nus trévol i el nus vuit.

@&

Figura 8. Dos enllagos de dues components cadascun.

En el model d’Ising es representa un cristall fer-
romagnetic com un reticle cibic. Forga més en-
tenedor és estudiar el model analeg en dues di-
mensions: un gran rectangle format per petits
quadrats, que representa un cristall tan prim que
en podem negligir el gruix. Cada aresta de la
quadricula té un atom del cristall; en cada ver-
tex es troben quatre arestes; aquest vertex re-
presenta la interaccié dels quatre atoms correspo-
nents. L’estat del cristall es descriu donant un
estat local (anomenat de vegades spin o color)
per cada aresta-atom. Per cada un d’aquests es-
tats, cada vertex posseeix una energia local que
depén dels estats dels quatre atoms del seu en-
torn; hi ha tants models d’Ising com maneres de
fixar aquesta dependéncia. El mateix estat pos-
seeix una energia donada per la suma (o, també,
el producte) de les contribucions de cada vertex.

Aquesta investigacié és de mena estadistica i
considera valors mitjans de tots els estats pos-
sibles. En els casos favorables i per a cristalls
rectangulars prou grans, el resultat dels calculs
depén, de manera notable, de la temperatura.
Aquests calculs fan més entenedor el fascinant
comportament dels metalls ferromagnetics.

La regularitat d’un reticle és el que fa possible
de dur els calculs fins al final. De tota manera, si
relaxem 1’exigéncia sobre el resultat final, el for-
malisme del model d’Ising es pot aplicar facilment
a situacions més generals: Per exemple, podem
aplicar aquest formalisme a qualsevol diagrama
format de punts, que anomenarem vértez, i els
quals s’uneixen per segments de corbes, anome-
nats arestes, de manera que en cada vértex co-
incideixin exactament quatre arestes. Es a dir,

podem aplicar-ho als diagrames dels enllagos (a

les cruilles, comptem el segment del damunt com
a dues arestes, encara que sigui un trag continu).

En el cas concret dels models de Fox de tres
colors, un estat del diagrama ve especificat per
I’acoloriment de les seves arestes. A cada vértex,
se li atorga un coeficient d’energia que té el valor 1
si es compleix la regla de Fox (com a ’exemple de
la figura 9), i té el valor 0 en cas contrari (figura
10). Els casos en queé el coeficient d’un vertex és 0
son: 1) el segment del damunt té colors diferents a
cada costat de la cruilla; 2) el segment del damunt
té un unic color, pero el de sota té aquest mateix
color en un costat i un de diferent en ’altre; 3)
el segment del damunt té un tnic color i el de
sota en té un de diferent als dos costats de la
cruilla. L’energia total de 1’estat és el producte
dels coeficients: 1 si es compleix la regla de Fox
arreu i 0 en cas contrari. La suma de les energies
de tots els estats és exactament el nimero de Fox
que hem definit abans. )

Estrictament parlant, d’aixo que hem dit no es
dedueix pas cap aplicacié dels resultats de la fisica
tedrica a la teoria de nusos, pero si que tenim una
mostra d’un formalisme fructifer, d’un exemple
tipic de treball interdisciplinari.

Desenvolupaments actuals

Els fisics teorics que estudien els cristalls, espe-
cialment els cristalls ferromagneétics, sén, sovint,
els mateixos que s’interessen per la teoria quan-
tica de camps, és a dir, la interaccié de camps
electromagneétics i nuclears i, també, camps gra-
vitatoris. El motiu d’aixo és el segilient: aques-
tes interaccions s’estenen per l’espai, que nosal-
tres considerem com un continu. Aquest aspecte
continu de 1’espai, pero, fa que els calculs siguin,
en l’estat actual de les matematiques, inassolibles.
Aixo0 ens duu a considerar el cas en qué ’espai es-
tigués format pels vertexs d’un reticle, imaginant




que la distancia entre vértexs contigus tendeix a
zero. Es a dir, imaginem espai com el limit d’una
mena de reticle cristalli. Aquest punt de vista ha
demostrat ser forga 1til en la teoria de camps. A
partir d’aqui, en aquests darrers anys s’ha pro-
duit un miiltiple intercanvi d’idees entre la teoria
de camps, la fisica de les substancies ferromagne-
tiques i la teoria de nusos, per citar només aquests
tres camps de la ciéncia.

(2)

)
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Quins nombres depassen el miler de trilions?

Els resultats de la teoria de nombres sén d'aquells resul-
tats matematics dels quals, per la seva espectacularitat,
els diaris parlen arreu. L'exemple més recent és |'anunci,
fet per Andrew Wiles el 23 de juny del 1993 al Newton
Institut de Cambridge, de la demostracié de la conjec-
tura de Fermat. Des de fa més de tres-cents cinquanta
anys, aquest problema porta enfeinats un gran nombre
de matematics. Qué se cerca en teoria de nombres i a
quin tipus de conclusions s'espera arribar? Els seus resul-
tats, profunds o no, es troben tnicament en referéncies
especialitzades?

ANDREAS BENDER

Hauriem de comencar per la primera materia
d’aquests problemes: d’entrada, acceptem sola-
ment el conjunt dels nombres naturals 1,2,3,...
i les seves operacions d’addicié i de multiplicacid.
Malgrat que fem ara ampliacions més o menys
temeraries d’aquest conjunt, les nostres reflexions
sempre ens hi retornaran.

El primer problema se’ns presenta quan volem
invertir I’addicié: 3 — 5 no és cap nombre natural.
Per tal de resoldre’l, ampliem el nostre conjunt
cap als nombres negatius —1,—-2,-3,.... Itera-
rem processos d’aquesta mena; és a dir, ampli-
arem un conjunt de nombres a fi de poder portar
a terme una operacio, sense restriccions, amb tots
els seus elements.

La divisié de tots els nombres enters, llevat
del zero, ens condueix al conjunt dels nombres
racionals. Pero en I’antiguitat ja se sabia que, per
exemple, la longitud de la diagonal d’un quadrat
de costat 1 no és cap nombre racional. Per tant, si
sobre una recta assenyalem un punt com a origen,
tenim que els nombres racionals no descriuen tots
els seus punts. .

El pas segiient se’ns imposa quan volem ex-
treure arrels quadrades de nombres reals negatius:
v/—1 no és cap nombre real. Podem interpre-
tar els nombres complexos, indispensables per a
tal fi, com a parells ordenats de nombres reals.
Pero féra feixuc explicar aqui com s’hi opera.
Aquestes dues darreres ampliacions permeten, per
primera vegada, poder portar a terme séries in-
finites d’operacions. D’altra banda, tots els in-
tents d’ordenar els nombres complexos porten a
contradiccid; en conseqiiéncia, no sén cap ¢onjunt
ordenable.

L’algorisme d’Euclides

Si volem prosseguir en aquesta direccid, tot
mantenint el sentit de les definicions, només po-
dem fer dos passos més: els de les extensions
quaternidniques i octanioniques. Aquest és un re-
sultat dificil, que amb prou feines fa cinquanta
anys que es coneix. A partir de la teoria de
nombres ens hem anat endinsant en 1’algebra i
hem trobat un dels molts exemples que fan palesa
I’estreta relacié existent entre aquesta teoria i al-
tres dominis de la matematica.

~ Tornem a la segona de les nostres ampliacions:
la divisi6. Considerem les dues equacions: 3z =
12 y 3z = 13. Ambdues sén resolubles en e} con-
junt dels nombres racionals mitjancant una di-
visié. Pero si volem, de fet, solucions enteres, de-
rivem cap al concepte de divisibilitat. La primera
equacié té la solucié z = 4, mentre que la segona
manca de solucions en els enters, car 13 no és di-
visible per 3. Prenguem una altra indeterminada
y i considerem una equacié com 2z + 6y = 22.
Podem donar a 2 un valor arbitrari en el conjunt
dels nombres racionals i calcular y per mitja d’una
resta i una divisié. Per raons de divisibilitat, no
sempre obtenim solucions enteres en aquests tipus
d’equacions. Aquest és el cas de 2z + 6y = 23;
siguin quins siguin els valors que donem a z i a
Y, 2a + 6y és divisible per 2, mentre que 23 no
ho és. Per tant, ’equacié no és resoluble en els



enters. Si no volem temptejar per trobar les solu-
cions de la primera de les equacions, podem fer is
d’un algoritme: 1’algoritme d’Euclides, una de les
conquestes de ’antiguitat en teoria de nombres.

Les equacions que hem considerat sén de
grau 1. Quan es troben indeterminades elevades
al quadrat, com per exemple 222 4 6y = 22, par-
lem d’equacions de grau 2. Si ampliem els nom-
bres racionals amb totes les arrels quadrades tant
de nombres positius com de nombres negatius, la
resolucié d’aquestes equacions és, de fet, trivial.
Certament, la pregunta sobre la seva resolubili-
tat esdevé interessant quan només admetem solu-
cions racionals. La teoria necessaria per a tal fi es
conforma a principis d’aquest segle; permet, per
exemple, decidir en tots els casos la resolubilitat
d’una equacié donada.

L’equacié de Fermat

Considererem les equacions de tercer grau en
dues indeterminades y? = 234 az 4 b, on @i b sén
nombres enters. Aqui ens trobem a les portes de
la recerca. La teoria d’aquestes equacions resta
forga lluny de ser compresa. Per exemple, encara
no es disposa d’un metode general per decidir si
son o no resolubles en els racionals.

Entre aquestes equacions i la conjectura de Fer-
mat esmentada al comengament existeix una es-
treta relacié. L’any 1637, el jurista i matematic
frances Pierre de Fermat anota la segiient sospita:
I’equacio 2™+ y™ = 1 no té solucions racionals per
a cap exponent n més gran que 2 (recordem que
z™ representa el producte de n vegades el nombre
z). Tocant a aixo, cal que z i y siguin diferents
de zero. Per a molts valors de n particulars s’ha
pogut demostrar que 1’equacié no té cap solucid.
Aixi, per exemple, Leonhard Euler prova que no
existeixen parelles de racionals (2,y) de manera
que 23 + y® = 1. El problema de Fermat motiva
P’aprofundiment i ’evolucié de teories senceres.
Tot just el fet de poder reconéixer els casos on
la «solucié» és relativament senzilla, ja dona un
impuls decisiu al desenvolupament de la teoria al-
gebraica de nombres.

El 1986, Gerhard Frey d’Alemanya i Ken Ribet
dels EUA mostraren com aquest problema es pot
reduir a una qliestio sobre unes equacions de grau
3. El seu treball posa de manifest com, a par-
tir d’'una solucié de ’equacié de Fermat, es po-
dria construir una equacié no modular de grau 3.
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Aquest fet entra en contradiccié amb la hipotesi
que totes les equacions de grau 3 sén modulars.
Si es pogués provar aquesta conjectura, el pro-
blema de Fermat quedaria resolt. El manuscrit,
inedit, d’Andrew Wiles versa precisament sobre
aquest fet. Quan cloem la nostra redaccio, encara
no s’ha fet piblic si la llacuna de la demostracié
es deixara cloure aviat.

Els ordinadors sén molt itils en teoria de
nombres

Diofant d’Alexandria va ser un dels primers en
cercar sistematicament solucions racionals i solu-
cions enteres d’equacions. D’ell prenen el nom
les equacions de les quals unicament se cerquen
aquest tipus de solucions. Encara que aquest sigui
un dels temes centrals de la teoria de nombres, ara
volem considerar quelcom completament diferent,
a fi de donar una idea de la diversitat de pre-
guntes interessants que s’hi plantegen. Prenguem
un nombre natural z arbitrari i apliquem-li la
regla segiient: si és parell li assignem z/2; si és
senar li fem correspondre 3z+41. Ateés que ambdds
resultats sén novament nombres naturals, podem
iterar el procés i obtenir, per a cada z, una suc-
cessié de longitud tan gran com vulguem. Basta
una calculadora de butxaca per intuir rapida-
ment, a partir d’uns quants exemples, preguntes
centrals sobre aquesta successié que encara avui
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resten obertes. Tocant a aixo, s’aprén de pressa
a apreciar els avantatges d’una calculadora pro-
gramable. De fet, foren els primers llistats de
resultats d’ordinador els que feren plausibles les
conjectures. Els ordinadors sén molt ttils en
teoria de nombres a I’hora de calcular dades de
manera sistematica. Perd, només amb el pro-
blema 3z + 1, ja ens adonem que els coneixements
obtinguts d’aquesta manera tenen les seves limita-
cions. Els ordinadors poden verificar solament per
a un nombre finit de valors inicials que la succes-
si6 sempre assoleix el valor 1. Aix0 no ens lliura
de la incertesa de si el segiient valor inicial satisfa
la propietat i, en conseqiiencia, no poden propor-
cionar mai una demostracié general.

Per queé s’investiguen qiiestions de teoria de
nombres? Per que se cerquen solucions enteres
o racionals d’equacions quan una ampliacié sen-
zilla del domini dels nombres basta per a conduir-

nos a una solucié també senzilla? La resposta dels
filosofs podria ser: «I per queé no?» La resposta
dels experts es decantaria per dir que en moltes
disciplines, i també en la quotidianitat, inicament
s’hi valen els enters i que a ells s’han de referir els
calculs, encara que els estadistics ens parlin de
families que tenen, de mitjana, dues criatures i
mitja. La teoria de nombres troba aplicacions en
disciplines com la fisica, la teoria de la informacié
i els grafics per ordinadors. A fi d’entendre’n les
motivacions, potser ens ajudaria escoltar alguna
vegada un grup de sexagenaris discutint animada-
ment sobre quins nombres sén més grans que un
miler de trilions. Hi ha persones sensibles a la
fascinacié dels nombres. Es queden bocabadades
davant de 'obra dels seus avantpassats i, d’una
manera especial, davant del munt de misteris ar-
cans que encara resten per comprendre. Espero
no perdre mai aquesta capacitat d’embadalir-me.

Sembla que el matematic britanic Andrew
Wiles ha desenvolupat una demostracié

formal del darrer teorema de Fermat.

Andreas Bender és un enginyer diplomat per P’ETII. Es-
tudia matematiques primerament a la Universitat de Zuric.
Actualment treballa en una tesi en teoria de nombres a la

Universitat de Cambridge, Anglaterra.
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Codis correctors d'errors: de les travesses de futbol als

viatges espacials

Com es pot aconseguir una transmissié de dades, per
exemple en telecomunicacions, amb la maxima fidelitat?
Com es poden emmagatzemar per molt de temps dades
fixes en un ordinador sense que les mindscules traces del
material radioactiu de la maquina alterin el contingut
de les cel-les de memoria? Incorporant codis correctors
d'errors.

FRANCOIS SIGRIST

La majoria dels jugadors empedernits de traves-
ses de futbol es coneixen aquesta taula 1 de memo-
ria:

X x x 1112 22
x 1 2 x 12 x 1 2
x 1212 x 2 x 1
x 1 2 2 x 112 x

Taula 1: Travessa amb 4 partits.

Aquesta llista de 9 pronostics per a 4 partits és
coneguda perqueé garanteix almenys 3 encerts. En
altres paraules: sigui quin sigui el resultat dels 4
partits, hi ha una columna de la llista amb 3 o 4
signes correctes. :

El codi de les travesses

Una manera carregosa de comprovar aquesta
remarcable propietat consisteix a mirar un per
un els 3* = 81 possibles resultats que es po-
den donar en 4 partits. També podem procedir
a l’inrevés: cada columna de la nostra llista té

un domini d’influéncia sobre 9 diferents resul-
tats: la propia columna (4 encerts) i les 8 pos-
sibilitats en qué la columna té 3 encerts. Com
que 9 x 9 = 81, cal verificar que aquests do-
minis d’influéncia sén tots disjunts. Ara, si dos
d’aquests dominis d’influéncia tinguessin intersec-
cid, hi hauria dues columnes de la nostra llista
amb dos o més signes en comu, i aquest no és el
cas, com es comprova rapidament.

Il'lustrem a continuacié alguns termes técnics
amb ’exemple de Ta taula de les travesses: les 9
columnes (composta cadascuna de 4 elements) s6n
les paraules d’un codi de longitud 4. Els signes
{x,1,2} constitueixen ’alfabet del codi. La dis-
tancia entre dues paraules és el nombre de posi-
cions en que difereixen les paraules. La distancia
del codi, la definim com la minima distancia entre
dues paraules diferents. En el codi de les travesses
la distancia és 3.

Veiem ara com el nostre codi de les traves-
ses pot corregir errors: si escrivint una paraula
del codi cometem 1 error (per exemple, xxx1 en
comptes de xxxx), aleshores la paraula falsa és a
distancia 1 de la correcta i a distancia almenys 2
de totes les altres paraules del codi. Per tant, la
paraula correcta és la paraula del codi que esta
més a prop de la paraula escrita. Aquest me-
tode es pot aplicar a qualsevol codi de distancia
3. Aquests codis corregeixen automaticament 1
error: si una paraula té un signe equivocat no per-
tany al codi i la corregim considerant la paraula
del codi que és més a prop seu!

Deixem ara el futbol de banda i apliquem la
propietat correctora d’un codi a les telecomunica-
cions. Imaginem un léxic format per 9 paraules
diferents, cadascuna integrada per dues xifres de
l’alfabet {x,1,2}. Per exemple, podem triar el
principi de les 9 paraules de 4 xifres del codi de les
travesses: {xx,x1,x2,1x,11,12,2x,21,22}. (Si subs-
tituim x per 0 ens adonem que tenim els nimeros
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del 0 al 8 escrits en base 3. Aixi doncs, les
columnes de la taula 1 vénen numerades per les
seves dues primeres xifres.) Suposem que aquestes
paraules han de ser trameses de manera no fidel,
amb una probabilitat p d’error en la transmissio
de cada signe; per exemple, p = 0,01 (I'1 %). Per

terme mitja, doncs, 1 signe de cada 100 sera in-.

correctament trames. Tot i aixi, reduim la taxa

. de transmissié a la meitat, és a dir, disposem de
quatre xifres per a la transmissié de cada paraula
de dues xifres, amb el proposit d’utilitzar les dues
xifres addicionals per reduir encara més la possi-
bilitat d’error en la transmissio.

Una primera idea és repetir cada paraula; per
exemple, enviar x1x1 en comptes de x1. Si en la
recepcié ens arriba una paraula amb dues mei-
tats iguals és molt improbable que s’hagi comes
un error. Si les dues meitats de la paraula sén
diferents, hem estat de pega, i necessitem un me-
tode per a reconstruir la paraula correcta. Es pot
provar que tots els métodes sén igual de bons (i
igual de dolents) que el d’escollir la primera mei-
tat de la paraula rebuda. La probabilitat d’una
descodificacié correcta amb aquest procediment
és per tant (1 — p)? = 0,9801; és a dir, 1 paraula
de cada 50, per terme mitja, sera incorrectament
interpretada.

Hi ha una altra idea molt més enginyosa: les
nostres paraules soén el principi de les 9 paraules
de 4 xifres del codi de les travesses. Doncs bé, en-
viem cada vegada la paraula sencera del codi; per
exemple, x111 en comptes de x1. Per a la recep-
ci6 apliquem la segiient regla: busquem a la taula
una paraula a distancia minima de la paraula re-
buda i prenem les seves dues primeres xifres. Si
s’han comés 0 o 1 errors en la transmissio, el re-
sultat que obtenim és el correcte ja que el codi
corregeix 1 error! La probabilitat d’una descodi-
ficacié correcta amb aquest metode, ens la déna la
férmula: (1—p)*+4p(1—p)> = 0,9994. Ara, per
tant, només 1 de cada 1.689 paraules, de mitjana
seran incorrectament interpretades. Una millora
notable del rendiment!

Meétodes analegs a aquest, amb ’alfabet {0,1},
han comportat canvis radicals en les tecniques de
transmissié de dades, en particular en les teleco-
municacions (transmissi6 digital). Una altra apli-
cacid, potser fins i tot més important, fa referén-
cia a la proteccié de dades fixes dels ordinadors.
En cada ordinador cal emmagatzemar una gran

quantitat de dades a les celles de memoria. Prac-
ticament tots els materials tenen traces infimes
d’urani o tori radioactius. La radiacié alfa cor-
responent pot alterar el contingut de les celles
de memoria d’un ordinador. Suposem, per exem-
ple, que es produeix una alteraci6 de cella de
memoria cada milié d’anys. Pels ordinadors ac-
tuals, proveits de quantitats ingents de cel-les de
memoria, aixo significa un periode de seguretat,
com a molt, d’algunes setmanes. Si incorporem
codis correctors d’errors, els periodes de seguretat
s’allarguen considerablement. Com a conseqiién-
cia de la ben coneguda paradoza de l’aniversari,
els errors en una sola posicid son automatica-
ment corregits. Per més informacié sobre aquest
punt es pot consultar un excellent article de
McEliece (Scientific American, gener 1985). Avui
en dia, practicament totes les dades son regular-
ment posades al dia i els ordinadors estan forta-
ment protegits dels errors de magatzematge.

Codis de Hamming

Els codis correctors d’errors van ser descoberts
deprés de la segona guerra mundial. Aqui te-
niu la historia: situem-nos als laboratoris Bell
en els anys 1946-1947: en el seu temps lliure, el
matematic Richard Hamming experimenta amb
una d’aquelles famoses computadores monstruo-
ses, farcides de cables connectors i lampadetes,
que varen ser desenvolupades durant la segona
guerra mundial. Tot i que la maquina no té cap
codi corrector d’errors (no n’hi havia encara!), té
un sistema molt elemental d’alerta que avisa quan
es comet un error encenent una bombeta. Cal
desconnectar aleshores la maquina i tornar a car-
regar les dades. Ll cap de setmana, el temps que
Hamming pot utilitzar la maquina, els técnics que
fan aquesta feina no hi sén i el nostre matema-
tic ha d’interrompre ’experiment cada cop que
té una pana, i esperar fins que tornin els técnics.
Es proposa aleshores la tasca de desenvolupar un
codi automatic per corregir errors. Amb una mica
d’algebra lineal aconsegueix desenvolupar un sis-
tema de travesses sobre l’alfabet {0,1} amb 16
columnes de 7 partits (vegeu la taula 2). El sis-
tema garanteix 6 encerts. La comparacié amb el
codi de les travesses ens fa veure com cal utilitzar
el sistema. Les paraules a transmetre sén les for-
mades per les primeres 4 xifres de cada columna.
Per cert, noteu que representen els nimeros del 0



al 15 en base 2 (analogament al codi de les tra-
vesses), de manera que també serveixen per a nu-
merar les columnes. Per a la transmissié d’una
paraula enviem la columna sencera, i quan es rep
es consideren les 4 primeres xifres de la columna
del codi que és més a prop de la columna re-
buda. Aquest métode té una taxa de transmissié
lleugerament superior a la del codi de les traves-
ses: passem de 4 a 7 xifres en comptes de doblar!

020, 0-0200000R0 1 S st nd o 4 4
0080 A0t R HOROI 0w g ] 5 ]
L0 JE 6 s B B 15 e IS Dl 0 1 R s A 0 R 0l G |
05140 11032000 O 05100 5 001
004 1. 17 13050 11 0w 1 0s0 21 1
0 170 143 054504045005 En 0 1 1
0 =103, 050=4 950 100 3OneT =m0, 51

Taula 2: Codi de Hamming de longitud 7.

El meétode de Hamming permet fabricar molts
altres codis. Entre ells, un de longitud 15, que
transmet 11 xifres, és utilitzat per I’exercit nord-
america. Per a un alfabet de 3 xifres (apte per
als partidaris de les travesses) hi ha, fins i tot,
un codi de longitud 13 (el nombre de partits de
la travessa suissa) que garanteix 12 encerts. Per
desgracia, aquest codi té 310 = 59.049 columnes!
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Codis de Golay

Els codis de Hamming només poden corregir 1
error per parametre. El 1949 ’enginyer suis Mar-
cel Golay, que havia treballat als Estats Units com
a expert en radars, va construir dos codis remar-
cables que permeten corregir uns quants errors
per paraula. El primer codi utilitza un alfabet de
3 xifres i no té cap aplicacid practica en les teleco-
municacions; no obstant aixo, per als matematics
és, encara avui dia, un objecte molt interessant.
(De fet, la descoberta original del codi és deguda
al finés Juhari Virtakallio, que el va descriure, el
1947, en la revista finesa de futbol Vejkkaja.) El
segon codi de Golay, amb alfabet {0,1}, és extra-
ordinariament important, tant a efectes practics
com teorics. Consta de 2!? = 4.096 paraules de
longitud 23 i pot corregir 3 errors per paraula.

Tots tenim a la memoria la imatge de Jupiter
que va poder ser enregistrada amb el sonar del
Voyager. El sonar va ser programat amb un codi
de Golay, per tal d’aconseguir una transmissio ex-
tremadament segura de les dades.

Per acabar, volem mencionar encara una altra
aplicacié del codi de Golay en un ambit comple-
tament diferent. Fa aproximadament quinze anys
es van fer enormes progressos en la classificacio
dels grups finits simples (els grups son estruc-
tures molt importants, que apareixen en molts
vessants de la matematica). A més de les diverses
menes de grups simples classics, hi ha 26 grups
esporadics. La majoria d’aquests grups es van
poder realitzar explicitament per primera vegada
amb I’ajuda del codi de Golay, i en connexié amb
empaquetaments d’esferes en espais de dimensid
24. La teoria necessaria per a la completa classi-
ficaci6 dels grups finits simples és el resultat del
treball conjunt, ingent i sense parid, de molts ma-
tematics. Omple uns quants milers de pagines i
es calcula que no hi ha cap especialista capag de
dominar-la totalment.

L’exemple dels codis de Golay, amb les seves
aplicacions en diversos dominis, mostra com pot
arribar a ser d’inabastable la recerca en matema-
tiques.

Frangois Sigrist és professor a la Universitat de Neuchatel.
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Es possible amb I'atzar calcular millor i més rapid?

A l'escola els nens ja aprenen algorismes. Per exemple,
se'ls ensenya com multiplicar nombres grans a partir de
les taules de multiplicar. Es clar que, de vegades, involun-
taria i casualment, s'equivoquen. Els algorismes estocas-
tics fan aixo intencionadament. Cadascuna de les seves
etapes de calcul es planteja detalladament pero s'executa
aleatoriament. Per alguns problemes els resultats sén
millors que els obtinguts utilitzant coneguts algorismes
deterministes.

ERWIN BOLTHAUSEN

Un algorisme és un procediment de calcul en
que totes i cadascuna de les etapes estan especifi-
cades de forma molt precisa. Seguint al peu de la
lletra les instruccions i, sense necessitat de posar-
hi gens de fantasia, podem obtenir el resultat final
a partir de les dades inicials. D’entre els més im-
portants i ben coneguts des de fa molt de temps
cal esmentar l’algorisme de Gauss, per a resoldre
sistemes d’equacions lineals, i el de Newton, per a
resoldre equacions. Ambdéds es troben implemen-
tats en les millors calculadores de butxaca.

Un dels objectius més importants de la ma-
tematica aplicada és el desenvolupament i ana-
lisi d’algorismes. Aquests en sén alguns exem-
ples: algorismes rapids i eficients per a equacions
en derivades parcials permeten de fer una simu-
laci6 amb ordinador del comportament aerodi-
namic dels avions. La tomografia amb ordinador
féra impossible sense una transformacié algoris-
mica de les dades d’entrada. L’actual boom en
la recerca sobre xarxes de neurones fou produit,
essencialment, pel redescobriment de Rumelhart
el 1985 de ’anomenat algorisme de propagacio in-
versa.

La virtut més gran d’un algorisme

Que té a veure la teoria matematica de 1’atzar,
la teoria de la probabilitat, amb els algorismes?
Molt sovint 1’atzar juga un paper no gaire de-
sitjat, per exemple, en la forma d’errors causals
que, perversament, es poden introduir en el de-
curs dels calculs. Els escolars ho saben prou
bé. Ordinadors altament eficients tenen també
aquests tipus de problemes. Les seves compo-
nents, per exemple la memoria, sén tan dimi-
nutes que poden ser pertorbades per les febles i
omnipresents radiacions radioactives. Hom pot
protegir-se d’aquests problemes repetint els cal-
culs diverses vegades o utilitzant metodes més
sofisticats, com els codis correctors d’errors. En
els darrers anys s’han aconseguit grans exits en
el desenvolupament de tals codis. De manera sor-
prenent, algunes teories matematiques abstractes,
com la geometria algebraica, juguen aqui un pa-
per important.

Mentre que aquests codis serveixen per a elimi-
nar pertorbacions aleatories indesitjades, 1’atzar,
de manera volguda i sistematica, s’incorpora en
la forma d’algorismes estocastics: determinats
passos no es realitzen de manera determinista;
Iordinador s’ajuda de generadors de nombres
aleatoris, com si llancés una moneda, de forma
que I’etapa segiient del calcul depén del resultat



d’aquesta experiencia aleatoria. Aixo pot semblar
un contrasentit, atés que la virtut més gran d’un
algorisme és la de donar, de la manera més rapi-
da possible, la solucié exacta al problema; sembla
que I’inica cosa que les casualitats poder fer aqui
és molestar. Alguns algorismes estocastics son
tals que, el que es busca, solament s’aconsegueix
casualment; encara més, els algorismes donen la
resposta correcta dinicament amb una determi-
nada probabilitat, o bé la solucié és certa tan
sols aproximadament, amb errors que també son
aleatoris.

Fins a on ens hem de deixar portar? Natural-
ment, fins a on no hi hagi res millor a la nostra
disposicid, és a dir, quan no existeixi cap algo-
risme suficientment rapid per a la solucidé exacta
i la discrepancia sigui, amb probabilitat alta, su-
portable per a les aplicacions practiques.

Algorismes de Montecarlo

Des de fa molt de temps es concixen els algo-
rismes de Montecarlo per a la integracié de fun-
cions. En aquest cas, s’elegeix a I’atzar el punt
de partida per a la integracié numerica. En el cas
que la funcié estigui definida en un espai de di-
mensié superior a 1, aquests procediments tenen
avantatges. Un altre exemple d’algorisme estocas-
tic o aleatori és el test per a nombres primers
de Solovay-Strassen, desenvolupat a I’Institut de
Matematica Aplicada de la Universitat de Zuric.
Serveix per a contrastar si un nombre enter do-
nat és primer, malgrat que ho fa amb una proba-
bilitat d’error petita fixada, per exemple 10710,
La despesa de calcul per a aquest procediment és
molt petita; mitjancant aquest metode, nombres
molt grans, amb 500 o més xifres poden ésser con-
trastats en molt poc temps. I'ins ara no es coneix
cap algorisme determinista que faci el mateix.
Els nombres primers grans sén la pedra angular
dels pocs sistemes de codificaci6 avui coneguts, de
molta importancia per a la proteccié de dades.

El problema del viatjant

Molt sovint els algorismes estocastics es pro-
posen en problemes d’optimitzacié complexos per
als quals no existeix cap algorisme determinista
que, llevat de molts pocs casos, pugui donar la
solucié exacta en un temps acceptable. Voldria
descriure amb més precisié aquestes situacions.
Un dels exemples més coneguts és el problema
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del viatjant (freqientment se’l denomina TSP, de
I’anglés traveling salesman problem). Un amant
dels viatges —canviem una mica les coses— de-
sitja visitar els estats més interessants del mén,
posem-ne, per fixar un nombre, 100. Coneix el
temps necessari per a anar d’una ciutat a 1’altra
i desitja planificar el seu viatge de manera que,
sortint del lloc on viu, pugui visitar tots els llocs
previstos i tornar a casa en el minim temps pos-
sible. Amb aquesta vestimenta el problema pot
semblar rebuscat; ara bé, aquest i problemes simi-
lars d’optimitzaci6 son de gran importancia en la
fabricacié industrial. El nostre viatger es nodreix
de les indicacions de C, el qual li ha de propor-
cionar la solucié al problema. El procediment més
natural consisteix simplement a provar cada ruta
i després triar-ne la millor. Si cal visitar n llocs
es tenen n! = n X (n—1) X --- X 2 rutes possibles.
Suposem que vol veure 100 llocs i explora totes
les rutes amb el seu potent PC, que pot exami-
nar 10.000 rutes cada segon. Obtindra la solucié
optima aproximadament al cap de 10'34x(edat
de I'univers) segons. El nostre rodamén no pot
ajornar tantissim el projecte i, per tant, cal que
procedeixi d’una manera diferent. Clarament, el
conjunt sobre el qual s’ha d’optimitzar, donat pel
nombre de llocs a visitar, és immensament gran.
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El TSP ha estat investigat intensivament i es
coneixen procediments que sén essencialment més
rapids que el descrit més amunt. Per a 100 llocs
el problema es pot resoldre. No es coneix, tan-
mateix, un algorisme realment eficient i la ma-
joria de matematics suposen que no por haver-
n’hi cap, malgrat que aquest fet no hagi estat
demostrat. El TSP pertany a una classe de pro-
blemes que es designen per totalment NP (NP de-
nota nondeterministic polynomial); els problemes
totalment NP sén problemes complexos dins la
classe dels problemes NP. Si per al TSP existis un
algorisme eficient, també existiria per a la classe
amplissima de tots els problemes NP, i aixo, no
ho pot creure practicament cap matematic.

El terme eficient s’empra aqui en un sentit
molt modest; basicament significa que, el cost de
I’algorisme, és a dir, el nombre d’etapes de cal-
cul creix, com a maxim, com una poténcia de
la «mesura» del problema —en 1’exemple ante-
rior aquesta «mesura» fora el nombre de llocs a
visitar— en contraposicié a un creixement expo-
nencial, que és el que presenten tots els algorismes
coneguts pel poblema del TSP. Encara que el cost
creixés com la potencia 100 del nombre de llocs
a visitar, no hi hauria, a la practica, cap algo-
risme eficient. Malgrat aquesta observacio, desig-
naré per <petits> el creixement polinomial i per
«gros» qualsevol més rapid que aquest.

On és la dificultat per a resoldre el TSP de
manera eficient? Una descripcié global de totes
les possibilitats és massa costosa. Una idea sen-
zilla consistiria a comengar amb una determi-
nada ruta i després intentar millorar-la etapa
a etapa. Per exemple, un pas pot consistir
simplement a intercanviar dos llocs: a partir
de la ruta Zuric-Atenes-Sydney-Zermatt-Pequin-
Roma-Lagos, etc., intercanviem Zermatt i Atenes,
essent la ruta resultant Zuric-Zermatt-Sydney-
Atenes-Pequin-Roma-Lagos, etc. Sila ruta resul-
tant és pitjor, no sembla que hi hagi cap motivacié
per a insistir en el canvi. Per tant, no la prendrem
més en consideracié i provarem altres intercan-
vis. Especificarem, doncs, només totes les rutes
possibles obtingudes de la de partida mitjangant
una permutacié de dos llocs. El seu nombre no
és molt gran i triem només aquelles que milloren
substancialment la ruta inicial. D’aquesta ma-
nera es va més rapid. Després de poc de temps
aconseguim una mesura que ja no es pot millorar,

i es pot esperar que aixi trobarem la ruta optima.
Aixo, pero, és completament fals; en efecte, la
gran dificultat del TSP es troba en el fet que, tipi-
cament, hi ha un nombre molt gran de minims
locals d’entre els quals possiblement sols un és la
solucid del problema, de manera que, molt proba-
blement, el procediment anterior no condueix a la
bona solucié. En tot cas, darrera d’aixo6 hi ha una
bona idea.

Entendre els aspectes basics de les dificul-
tats

Als matematics, els agrada formular els proble-
mes de manera abstracta per a poder entendre
els aspectes fonamentals de les dificultats. Sigui
M un conjunt (en ’exemple d’abans, el conjunt
de totes les rutes possibles), que el podem ima-
ginar immensament gran, i f una funcié definida
sobre aquest conjunt (la longitud de la ruta); el
problema consisteix a trobar el minim de la fun-
cié f i, en conseqiiéncia, determinar la ruta con-
venient. El nostre rodamon, que vol planificar el
seu viatge, ha observat la cosa segiient: per a cada
ruta R pot definir un conjunt petit N(R) de rutes
veines, per exemple, com hem fet més amunt, les
obtingudes a partir de R permutant dues etapes
de la ruta. Es, pero, temptador quedar-se amb
aquelles en queé unicament s’han fet poques per-
mutacions. La paraula poc s’ha d’entendre sem-



pre aqui en el sentit segiient: el nombre creix,
respecte a la mesura del problema, de forma poli-
nomial. La mesura de M respecte de la nostra
estructura veina és també petita, mentre que M
és molt gran. Es també clar que triem la ruta
minimal per mitja d’una petita successié de varia-
cions locals. El punt clau és que, tipicament, no
existeixen successions tals que, mitjangant per-
mutacions de les seves etapes, portin a millores,
i si aix0d es produis excepcionalment seria dificil
trobar-les.

Problemes d’optimitzacié i sumes

Hi ha un bon nombre d’importants proble-
mes d’optimitzacié que tenen l’estructura es-
bossada anteriorment. Juntament amb problemes
d’optimitzacid, hi ha tamnbé importants problemes
de sumes. Considerem una funcié definida en un
conjunt M que ha d’ésser sumada perd que, a
causa de la grandaria de M no és possible fer-ho
directament. La computacid i I’analisi d’aquestes
sumes dificils és, per exemple, de vital importan-
cia en la fisica i juga un paper clau en la recerca
tedrica de les xarxes de neurones.

Una possible sortida a les dificultats descrites
més amunt pot consistir a renunciar a la millor
solucié i acceptar generosament en el decurs del
procediment alguna solucio pitjor amb I’esperanca
que, d’aquesta manera, I’algorisme eviti certes de-
pressions locals. Un procediment estocastic sen-
zill consisteix a acceptar, amb probabilitat petita,
una ruta que és pitjor que 1’antiga. Es diu que
passem de l’algorisme. D’aquesta manera, amb
probabilitat alta, evita minims locals no gaire pro-
funds i va a parar a d’altres més profunds amb
I’esperanca d’obtenir al cap d’algun temps una
solucié optima. Realment, cal reduir la compo-
nent estocastica amb el pas del temps.

Aixo s’anomena refredament. Aquest algorisme
procedeix de la fisica estadistica i s’anomena re-
fredament simulat (en angles, simulated annea-
ling). La qualitat del resultat depén fortament
de I’esquema de refredament triat. Hi ha moltes
qliestions obertes en aquest context, concreta-
ment sobre ’esquema de refredament optim. No
pot, perd, esperar-se cap miracle d’aquest algo-
risme. Un dels seus avantatges és la seva sim-
plicitat i gran flexibilitat en les aplicacions; sense
grans modificacions pot ésser aplicat als més dife-
rents problemes d’optimitzacié. El TSP esta molt
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ben estudiat i existeixen algorismes deterministes
molt adequats que, en part, donen millors resul-
tats que el refredament simulat, malgrat no ésser
bons en el nostre sentit. Ara bé, en tota una col-
leccié d’importants problemes d’optimitzacid, el
refredament simulat déna millors resultats que els
procediments deterministes coneguts.

Les relacions en problemes com el TSP sén
extremadament complicades, especialment amb
allo relacionat amb la topografia dels minims lo-
cals que, essencialment determina el comporta-
ment de l’algorisme i sobre la qual cosa se sap
ben poc. Sorprenentment, s’han descobert re-
centment relacions estretes amb la teoria de medis
aleatoris de la fisica estadistica, en particular amb
els anomenats cristalls spin. De la mateixa ma-
nera fou també un descobriment sorprenent el
fet que molts problemes de xarxes de neurones
—una de les esperances més fortes de la intel-
ligencia artificial— presenten també estretes rela-
cions amb les qiiedtions que hem discutit breu-
ment més amunt.

Per al TSP i es analegs no existeix fins avui cap
algorisme estocastic que proporcioni, en realment
poc de temps, una solucié prop de 1’optima, i de
fet, hi ha la impressié que no pot haver-n’hi cap.
Els algorismes estocastics de Swendson i Wang
i de Jerrum i Sinclair, molt rapids per a resol-
dre problemes de sumes NP dificils, varen tenir fa
alguns anys un eéxit espectacular (cal mencionar
que, per problemes de sumes, el concepte de NP
s’ha de modificar lleument). A aquest tipus de
problema pertany el calcul aproximat de la suma
d’estats en els models spin ferromagnétics de la
fisica teorica i el calcul aproximat dels perma-
nents.

Cap superordinador podra resoldre el pro-
blema TSP

Quins problemes teorics probabilistics es pre-
senten en l’analisi d’aquest algorisme? Gairebé
tots es poden concebre com cadenes de Markov.
Per a disposar d’un exemple concret pensem
novament en el problema del nostre rodamoén.
L’algorisme descrit més amunt és una cadena de
Markov sobre el conjunt M de totes les rutes.
Es a dir, es fa una eleccié aleatoria d’elements
d’aquest conjunt que determinen 1’eleccié de rutes
per l’algorisme de manera que en cada etapa, hom
oblida el passat. Es poden fer modificacions en les
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quals s’incorpori alguna informacié anterior, pero
aqui aquesta possibilitat quedara fora de conside-
racié. L’evoluci6 estocastica de la cadena queda
descrita completament mitjangant les probabili-
tats de transicié; donades dues rutes R, §, de-
signem per p(R,S) la probabilitat que I’algorisme
vagi de R a S. Com hem explicat anteriorment,
només es permeten salts a rutes veines, com per
exemple, aquelles obtingudes permutant dos llocs.
Triarem les probabilitats p(R,.S) en funcié de les
rutes que hi intervenen: Sila ruta S és més llarga
que la R assignarem un valor petit a p(R,S) car,
en definitiva, busquem camins curts. Pel que fa
al comportament de 1’algorisme, resulta decisiu el
que passa al cap de moltes iteracions (I’ordinador
potser en fa uns quants milers per segon). El cal-
cul de totes les probabilitats de transicio, és a
dir, la probabilitat que, sortint d’una ruta, ens
trobem en una altra al cap de, posem 1.000 pas-
sos, resulta, en principi, molt senzilla: cal calcular
la poténcia 1.000 de la matriu p(R;S5). Pensem,
pero, que el nostre conjunt M és geganti; si volem
visitar 100 estats les nostres probabilitats de tran-
sicié6 formen una matriu 1058 x 1058, Es veri-
tat que moltes de les seves components sén nul-
les, pero aquesta simplificacid s’esvaeix rapidamet
per potenciacié. Cap superordinador és capag de
calcular aquests productes de matrius. Ara bé,
un resultat elemental de la teoria de la proba-
bilitat diu que, en el limit, quan el nombre de
multiplicacions és quasi infinit, les coses se sim-
plifiquen novament; la probabilitat que, després
de molts i molts de passos ’algorisme es trobi
en S és, sortosament, independent de la ruta de
sortida i esta donada per I’anomenada distribucio
estacionaria de la cadena de Markov. Aquesta
distribucié estacionaria pot determinar-se mit-
jangant un sistema d’equacions lineals amb tantes
incognites com rutes hi ha en M. Sortosament, i
sorprenentment, en molts casos aquesta distribu-
cié estacionaria es pot calcular o determinar de
forma aproximada, adhuc tan explicitament que,
per especificacions determinades dels parametres,
es posa de manifest que esta concentrada en les
rutes curtes. Amb el nostre algorisme TSP les
coses es complicaran, atés que la matriu de transi-
ci6 anira canviant al llarg del temps. Aixo cal que
es tingui en compte, pero no ho discutirem aqui.
Fins aqui tot va bé: la teoria garanteix al nostre
rodamoén que —si pot deixar funcionant el seu PC

indefinidament— aquest li proporcionara amb la
més alta probabilitat una bona ruta. Potser no
esperara tant de temps per a saber el resultat i,
per tant, és important coneixer quantes iteracions
es necessiten per tal que la distribucié de pro-
babilitat sobre M sigui propera a l’estacionaria.
Tals qiiestions han estat investigades intensiva-
ment en la teoria de la probabilitat. En situacions
favorables és suficient fer quasi tantes iteracions
com indica el cardinal de M. Aquest és el cas
per als algorismes rapids per a sumes esmentats
més amunt. Per al TSP i problemes relacionats,
la situacié és, malauradament, menys favorable.
Malgrat aixo, els algorismes estocastics proporcio-
nen les millors solucions conegudes a molts pro-
blemes d’optimitzacié. Moltes qiiestions resten
encara obertes.

Potser per a molts lectors no quedi clar per queé
el TSP és un problema tan dificil per qué neces-
sita tanta teoria si, de fet, almenys en cas que
el nombre de llocs a visitar no sigui gaire gran,
podem trobar una solucié a simple vista en un
mapa de dimensié dos. Aixo és degut en part al
fet que les fabuloses capacitats del nostre cortex
visual no sén gaire 1tils per a reflexions precises
i visualitzacié de problemes. Hom pot també es-
pecular sobre el paper que juga la rauxa en el fun-
cionament del nostre cervell. Molts dels models
moderns de processos neuronals, per exemple el
model de Hop apunten en aquesta direccié, mal-
grat que sén molt lluny d’una descripcié realista.

Erwin Bolthausen és professor a ’Institut de Matematica

Aplicada de la Universitat de Zuric.



La rad del sentiment musical

«Tots els musics estan d'acord que |'element emocional
de la misica es fonamenta en un fort element formal>».
Aixi expressa el matematic Hermann Weyl aquesta im-
portant hipotesi el 1951, en el seu llibre Symmetrie, i
afegeix que, pel que sembla, no es disposa encara de
les eines matematiques per a la descripcié dels aspectes
formals de la misica. Des de |'any 1992, el projecte RU-
BATO del Fons Nacional Suis, instal-lat en el Laboratori
Multimedia de |'Institut d'Informatica de la Universitat

de Zuric, manté una estreta relacié amb aquesta hipotesi
de Weyl.

GUERINO MAZZOLA
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Per primera vegada, matematics, informatics i
musicolegs desenvolupen conjuntament una teo-
ria matematica de la interpretacié musical, la fan
operativa en forma de software i la proven musi-
calment. Aixi es modela de manera teorica i ex-
perimental un accés formal a I’element emocional
de la musica. El projecte contribueix, a més, als
esforcos internacionals per a crear un llenguatge
musical estandard SMD en la tecnologia de la in-
formacio.

Ja en els anys vint, el jove matematic Wolfgang
Graeser havia intentat de desenvolupar per mitja
de la teoria de grups, justament aquelles eines de
les quals parla Weyl. Només tenia vint-i-un anys
quan, el 1928, desesperat d’aquesta tasca, es va
treure la vida. Graeser fou alumne del teoric de
grups de Zuric Andreas Speiser, que el 1932 rea-
litza una analisi combinatoria de la sonata op. 28

La litografia <«Print Gallery>»
(1956) de Maurits Cornelis Escher
representa 1’acte de la interpretacid
d’una obra d’art. L’observador de
I’esquerra contempla, a partir del
quadre, la realitat deformada de la
interpretacié. En la misica aixd es
tradueix literalment en la deforma-

cié els parametres de la partitura.
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de Beethoven i de la qual parla Weyl en Symme-
try. El matematic de Darmstadt, Rudolf Wille,
examina I’any 1984 el projecte de Graeser i arriba
ala conclusié que en aquells darrers temps s’havia
dut a terme, si més no, parcialment.

Avui sabem que el pensament musical simbolic
no és una pobre abstraccié de certs fenomens
fisics, sind que fa palesa una estructura autonoma
que requereix les eines de la matematica més mo-
derna per a la seva comprensié. Aixi, en el model
matematic del contrapunt classic de Fux, cal una
diferenciacié entre intervals consonants i disso-
nants, que no té cap motivacio fisica. Els inter-
vals s’han de pensar aqui com tangents a les notes
del cantus firmus, repartides simétricament. Ha
estat només 1’algebra moderna, amb el concepte
dels nombres duals i llurs grups de simetries, la
que ha pogut explicar aquest pensament musical
autonom.

El projecte RUBATO pressuposa l’existéncia
d’una tal geometria dels sons que conforma
el pensament musical i de la qual Alexander
Grothendieck, el pare de la geometria algebraica
moderna, digué que és ben bé la matematica de
la «nova era».

Simbols musicals 1 realitat sonora

El fet musical, pero, no es pot reduir al pla
simbolic: també forma part de la musica la in-
terpretacié instrumental i vocal. Només aqui la
misica, com a expressié dels sentiments, pot es-
tablir comunicacié amb la capacitat emotiva del
que escolta. I només aixi es realitza plenament la
intencié del compositor. L’acte d’interpretar no
és, per tant, complementari siné essencial : <La
idea de la interpretacié és part de la propia mi-
sica i no li és accidental», segons el filosof de la
misica Theodor W. Adorno.

Aquesta descoberta és analitzada pel projecte
RUBATO. L’objectiu és investigar la transforma-
cid, i les seves lleis, de la realitat simbolica de la
partitura en la realitat fisica de la interpretacio,
per a realitzar-ho en forma de software. No es
tracta, en principi, d’estudiar els aspectes psi-
cologics de la misica, siné la forma externa de
la interpretacio i els seus parametres. Per exem-
ple, s’ha d’examinar 1’agogica: quina influéncia
pot tenir un calderé o un canvi de tonalitat en la
configuracio6 del temps?, és adequat el concepte de
temps unic per a una bona interpretacié o s’hauria

de parlar d’una jerarquia de temps?

Una teoria de transformacié de les dades sim-
boliques de la partitura en les dades fisiques de
la interpretacié es divideix en dues parts: En
primer lloc, s’ha d’explicitar la propia estructura
de la transformacié: aquesta ha de donar per a
cada nota de la partitura una instruccié clara de
com s’ha de tocar. En segon lloc, una maquinaria
analitica aplicada a la partitura ha de definir els
detalls de ’estructura de la transformacié. Tots
dos problemes teorics pogueren ser resolts durant
el primer any del projecte RUBATO. I de manera
que, variant parametres sistema, s’obté —lluny
de I’absurditat d’una tnica interpretacié ideal—
tot un ventall de possibles versions d’una deter-
minada partitura classica.

.

—

La partitura d’interpretacié

Al mecanisme de transformacié que ens permet
de passar d’una partitura a la seva interpretacid,
I’anomenem partitura d’interpretacio. Es pot
comparar amb un sistema de lents, a través del
qual el text partitura déna com a imatge la in-
terpretacio sonora. Cadascuna de les seves lents,
una céllula d’interpretacié, opera només local-
ment sobre un petit fragment de la partitura.
Aix0, ens ho podem imaginar de la segiient ma-
nera: si hom colloca la partitura a sota la lent,



el fragment corresponent apareix deformat. Les
longituds i els angles varien, els pentagrames es
torcen, les notes dels acords es desagrupen, els
caps de les notes canvien de gruix. De manera
analoga, passa en la imatge sonora de la inter-
pretaci6: notes d’igual altura sonen —posem en
instruments de corda— diferent; notes simulta-
nies s’arpegien lleugerament, o bé, en el piano,
la ma dreta toca una melodia rubato (amb petits
retards en I’atac) mentre la ma esquerra acompa-
nya; notes sota el mateix indicador d’intensitat es
toquen diferent, segons el seu pes metric o har-
monic. Resumint: la interpretacié és el resul-
tat d’una deformacié de l’encarcarat quadre de
la partitura (vegeu la litografia). Seguint aquest
simil, una interpretacié a primera vista es corres-
pon amb una imatge amb prou feines deformada,
quasi immobil, del quadre musical.
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En conjunt, la partitura d’interpretaci6 regeix
la deformaci6 interpretatoria de la partitura a
la manera d’un sistema jerarquic de cél-lules que
operen localment. Hem apres, en particular, que
el temps a la interpretacié musical forma una je-
rarquia ramificada. La misica no pot adoptar de
cap manera la linia del temps fisica! Uns primers
experiments amb complexes jerarquies de temps
en obres de Czerny i de Chopin (vegeu la figura 2)
han confirmat aquest fet, també a la practica.

Una partitura d’interpretacié aixi, que es col-
loca com si fos una lamina damunt de la partitura
(simbolica), és una eina essencial per a entendre el
procés interpretatiu. En aquest apareixen, tam-
bé, qiiestions sobre la forma d’interpretar connec-
tades amb la psicologia de la miisica i amb ’analisi
musical.

77

h(E,H)

Figura 1. La transformacié

d’interpretacié dels espais de

E

E I(X)=](#)1(X)(4)

Camp d’interpretacié ¢

La matematica que descriu aquestes transfor-
macions procedeix de la teoria de camps de
fluxs o camps vectorials i utilitza el teorema
fonamental d’existéncia i unicitat de les solu-
cions d’equacions diferencials ordinaries (vegeu la
figura 1). Com que els espais de parametres dels
sons tenen diverses dimensions (temps d’atac, du-
rada, intensitat, altura), les cél-lules d’una parti-
tura d’interpretacié es basen en camps vectorials
pluridimensionals, els camps d’interpretacié. En
principi, aquests camps no es poden dividir en
components unidimensionals: aixi, per exemple,
fins i tot en el camp d’una interpretaci6 a primera
vista, les components temps d’atac i durada del
camp d’articulacié (en el legato, staccato, etc.) ja
van aparellades.

AR

S(EH) parametres musicals del pla sim-
' . bolic en el pla fisic és local-
Camp diagonal A ment una aplicacié diferenciable
amb inversa. Aqui es representa
el pla de coordenades: temps
d’atac (simbolic E[negres], fisic
e[minuts]) i altura (simbbdlic
H[mitjos tons], fisic h[cent]). El
camp d’interpretacié ¢ s’obté
del camp diagonal de la dreta,
A, per mitji de la inversa de la
matriu de Jacobi. El transfor-
mat z del punt X s’obté dels
parametres de la (-corba inte-
gral que passa per X, en tallar-
se amb un conjunt A de punts
simbolics, els transformats dels

quals son coneguts.
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4

Figura 2. Aquest exemple de 1'im-
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ponents grupets de dues notes lli-
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darrer és, a la vegada, mare del
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seu tempo lliurement, sempre que ‘\
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o~Arpegi Filla
)

| ©

cronitzacié. Aquesta partitura de

tempo illustra la concepcié no li-
neal del temps en una interpretacis
musical.

T

De dades analitiques a camps d’interferén-
cies

En el projecte RUBATO es tracta essencial-
ment d’introduir uns procediments d’analisi de la
partitura per a construir les corresponents parti-
tures d’interpretacié i, d’aqui, conformar una in-
terpretacié que expressi una comprensié racional
del text musical. L’estudi de cém I’harmonia,
la ritmica, la motivica, etc., dissenyen una inter-
pretacié és un pas important, no tan sols quant a
la conjectura de Weyl, siné també vers la creacié
d’una semantica (ciéncia del significat) del text
musical, que inclogui també el sentiment.

Hem dividit la construccié, de motivacions
analitiques, de la partitura d’interpretacié en tres
etapes: Primer s’obtenen les dades de I’analisi que
hem escollit. LLavors, s’utilitzen aquestes dades
per a ponderar determinats elements de la par-
titura, com ara notes, acords, motius, d’acord
amb el pes que aquests elements presenten en
la corresponent analisi. En un tercer pas deci-
siu es basteix el pont entre el pla simbolic de
les dades analitiques i el pla fisic de la partitura
d’interpretacid.



Aixo es fa, primer, interpolant una funci6 de
pes donada, definida sobre elements de la par-
titura, a una funcié llisa a tot 1’espai: el poten-
cial d’estructura. Aquest s’utilitza per a deformar
el camp interpretatiu prima vista, que s’obté au-
tomaticament a partir de les dades inicials de la
partitura. El camp d’interferéncies es calcula, de
manera natural, a partir de la derivada de Lie del
potencial d’estructura sobre el camp interpretatiu
prima vista. Aquest és un formalisme classic de la
fisica matematica, que també s’aplica a la teoria
de la interpretacid.

Logica geometrica de I’analisi musical

Mentre que un text lingiistic normal és una or-
denacio lineal de cadenes de paraules, ’escriptura
musical classica europea presenta una estructura
espacial que no es pot copsar amb analisi logica
purament seqiiencial. La sintaxi musical d’una
partitura no es deixa linealitzar com la de la llen-
gua, i aixo implica que I’expressié metaforica en la
musica només pot donar una descripcié fragmen-
taria de la seva pluralitat formal (!) de signifi-
cats. Per aixo calen técniques geometriques de la
teoria matematica de la misica per a ’analisi de
les configuracions musicals. La geometritzacié es-
tricta d’aquestes técniques, pero, deixa de banda
els aspectes logico-predicatius del pensament mu-
sical. Aixi, per expemple, hom voldria poder dir
no només que la nota sol és el lligam harmonic
(la intersecci6) entre els acords de do major i sol
major, siné també que do i sol fan la funcié de
tonica i dominant, respectivament, en la tonalitat
de do major i la nota sol és el lligam harmonic
entre ambdés acords fent llurs funcions.

El pensament musical no considera tinicament
objectes sonors geometrics, sindé que aquests po-
den portar altres predicats —no necessariament
geomeétrics— amb carrega semantica, fins i tot
amb connotacions historico-culturals, com és el
cas de ’expressio Cohet de Mannheim, que indica
un crescendo practicat per ’escola de Mannheim.
Els objectes d’una analisi matematica semiotica-
ment acceptable han d’ésser, per tant, objectes
amb significat, objectes matematics més predi-
cats, per a abreujar-ho: preobjectes. En aquest
marc teoric disposem de models i els correspo-
nents programes d’ordinador que permeten posar
en marxa un bon nombre d’analisis harmoniques,
motiviques, meétriques i contrapuntistiques; a la
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vegada que —via la semantica dels preobjectes—
tenim a l’abast uns parametres de control per a
I’elaboracié dels camps d’interferéncies.

Implementacid i perspectives

La teoria aqui descrita s’implementa en el soft-
ware RUBATO, que consta de dos moduls i és
proper al NEXT-STEP. El modul d’estructuracio
—Dbasat en la teoria de preobjectes— s’encarrega
de D’analisi d’una partitura (que es llegeix, per
exemple, en fitxers MIDI estandard). ElI mo-
dul de configuracié converteix aquesta analisi en
una partitura d’interpretacié, per mitja de les
derivades de Lie dels potencials d’estructura, i
crea un nou fitxer que en déna la versid sonora
en instruments o sintetitzadors MIDI.

Els treballs actuals en el projecte RUBATO i
el seu software s’apliquen a la implementacid i a
I’analisi comparativa de la interpretacié per mitja
del test empiric de parts de programes. Esperem
descobertes fonamentals quant a la relacié entre
text simbolic i imatge sonora, una dificil tasca en
la teoria dels signes musicals, tant en la seva ves-
sant matematica, com en tecnica de programacio,
o en teoria de la interpretacié. Es treballa també
en la integracié dels codi objectes i del llenguatge
teoric que aqui hem esbossat, en les activitats in-
ternacionals d’estandarditzacié de la ISO/IEC. Un
panorama molt prometedor per a les multimedia
suisses 1 per a la tecnologia de la informacid.

Guerino Mazzola és matematic, misic i director del'pro—
jecte RUBATO del Fons Nacional a I’Institut d’Informa-

tica/Laboratori Multimédia de la Universitat de Zuric.
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El Problema dels generals bizantins

El Problema dels generals bizantins il-lustra una situacidé
que apareix sovint en la informatica d’avui: es té una idea
que podria resoldre un problema concret, pero no s'esta
completament segur de si el metode funciona també en
altres casos. Dos exemples suggereixen que els llenguat-
ges naturals no sén adequats per a les reflexions logiques
i que, per tant, s’han de desenvolupar els llenguatges arti-
ficials. A continuacié s'exposen les idees de |'autor sobre
les aplicacions d'aquests llenguatges formals a d'altres
ciencies, a part de la informatica.

CLEMENS H. Car

Quatre generals, que anomenarem Alfa, Beta,
Gamma i Delta, setgen Bizanci amb el seu exercit.
La situacié de la guerra és tal que només 1’atac
conjunt de com a minim tres exercits pot ser vic-
toriés. Com que una reunié enmig de la guerra
no és possible, els quatre generals s’han de posar
en contacte per mitja d’un missatger per a de-
cidir si ataquen o bé es retiren de Bizanci sense
lluitar. Si només dos generals, o bé només un,
comencen sols la batalla, aquesta acabara en una
gran derrota. Aquesta decisié es veu agreujada
pel fet que entre els quatre generals hi ha un trai-
dor, la identitat del qual els tres generals lleials
desconeixen. Els generals comencen amb un in-
tercanvi de missatges en els quals exposen la seva
opinié. El traidor també envia el seu missatger,
pero actua incorrectament: li comunica a un ge-
neral que esta a favor de l’atac i, per contra, a
un altre que afavoreix la retirada. Aquests volen,
naturalment, desemmascarar el traidor i per tant
seguidament es demanen 1’un a ’altre qué havia
dit, doncs, el collega. Aixi demana, diguem, el
general Alfa als collegues Beta i Gamma quina
opinidé havia expressat Delta. Beta contesta que

Delta estava a favor de ’atac, mentre que Gamma
diu que Delta afavoria la retirada. Podran els tres
generals lleials, davant d’una situacié tan con-
fusa, arribar a una decisié conjunta dnica? Es
considera que un traidor de vegades, per tal de
camuflar-se, actua de manera totalment correcta.

Una solucié dels problemes bizantins

Una solucié obvia seria que un general nomenés
un recomptador de vots. Cada oficial li enviaria
el seu vot sobre atac o retirada i subseqiient-
ment comunicaria als altres la decisié obtinguda.
Lamentablement, no es pot garantir que el re-
comptador de vots no sigui el traidor. Per tant,
els generals han de procedir de la manera segiient:
En una primera volta, cada general ha de comu-
nicar als altres la seva-propia opinié. En una se-
gona volta es comunica la informacié rebuda en la
primera volta. Cada general disposa ara de tres
informacions relatives a cadascun dels altres tres
generals: una que prové del general mateix i dues
que provenen dels seus col-legues. Ara obté, a par-
tir d’aquestes tres declaracions, una decisié ma-
joritaria: atac o retirada. Aixi, cada general pot
determinar per ell mateix la decisié6 majoritaria
corresponent a cadascun dels seus col-legues. A
continuacid, a partir d’aquestes tres informacions
i de la seva propia opinié obté de nou una decisié
majoritaria. En cas d’igualtat de vots es decideix
per la retirada.

Els generals bizantins i la informatica

Experimenteu una miqueta i us convencereu
que els tres generals lleials arriben, de fet, a la
mateixa conclusié. Es possible una solucié sem-
blant en el cas de dos traidors i sis lleials, o bé
sOn necessaris en aquest cas més generals lleials?
Es poden adoptar els mateixos meétodes, o bé se
n’han de desenvolupar de nous a partir d’una dis-
cusié més general?

Per que s’interessa la informatica en questions
d’aquesta mena? Els ordinadors s’utilitzen en



moltes situacions de la nostra vida i ’experiéncia
ha demostrat que aquests només sén fiables fins
a un cert grau. Es aixi, els errors de progra-
maci6, perd també les descarregues electroesta-
tiques, la radiacié ionitzant i els defectes de ma-
terial poden conduir a una computacié defectu-
osa. L’ordinador pot fins i tot ser afectat de tal
manera que canvii els senyals lluminosos del tren
en el qual vosté esta viatjant i llegint aquest ar-
ticle. Perd no cal preocupar-se! Substitueixi els
generals de la nostra anécdota per P'ordinador. El
traidor pren aleshores el significat d’un ordinador
defectuds. Recordi que fins i tot amb la preseén-
cia d’un traidor, la resta dels generals arriben a
una decisi6 idéntica. Si voste té també quatre or-
dinadors a la seva disposicié per a fer una feina
delicada, també li’n pot fallar un sense que aixo
arribi a portar cap problema especial.

A causa de les seves especials necessitats, ja
s’apliquen des de fa anys aquest i d’altres trucs
semblants en el camp de l’astronautica per tal
d’incrementar la fiabilitat dels sistemes de com-
putacié. En D'aviacié civil, i en altres arees on
s’utilitzen els ordinadors d’una manera crucial, ja
s’hi estan introduint. El problema dels generals
bizantins no té, pero, importancia només per ell
mateix. Les preguntes que ens hem fet en con-
nexié amb la solucié que hem proposat sén carac-
teristiques d’una situacié que es déna sovint en el
camp de la informatica: tenim una idea de com
s’ha d’actuar davant d’un problema concret, pero
no estem completament segurs de si els nostres
meétodes funcionen també en altres casos.

L‘antinomia de Richardson
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Per queé necessita la matematica llenguat-
ges artificials?

Els problemes del nostre llenguatge sén
coneguts: Des d’Aristotil (384-322 aC) és conegu-
da ’antinomia del mentider continguda en la sen-
tencia «Aquesta senténcia és falsa». Es miri com
es vulgui, quan aquesta senténcia és vertadera és
falsa i, quan és falsa, aleshores és vertadera. Les
antinomies ens mostren que en catala, i també en
totes les altres llengiies naturals, es poden generar
embolics deguts a una confusié entre el nivell de
P’objecte descrit i el nivell del llenguatge que des-
criu ’objecte. Les antinomies ens ensenyen una
sana desconfianca envers les reflexions fetes en els
llenguatges naturals i ens indueixen a desenvolu-
par els llenguatges artificials, amb els quals les
antinomies i les ambigiiitats esdevenen impossi-
bles.

Un llenguatge artificial consisteix en un conjunt
finit de simbols i en un nombre finit de regles,
les quals determinen quins arranjaments de sim-
bols es consideren, de fet, paraules del llenguatge.
Aixi, el llenguatge de Paritmética consisteix en
els numerals, els simbols d’operacions +— X/, els
parentesis (i ), com també el simbol d’identitat =.
Les regles d’aquest llenguatge fan que els arranja-
ments 2 o bé 243, o bé 34+4=7 siguin considerats
paraules del llenguatge i, en canvi, no ho sigui
I’arranjament 2++X . 34+4=>5 és una paraula del
llenguatge de 1’aritmetica, encara que fins aquest
moment no hem fet cap declaracié sobre si repre-
senta un fet correcte o incorrecte ni sobre com
aquesta paraula s’hauria d’interpretar.

En catala podem descriure els nombres naturals per mitja d'un text.
Aixi, el text <El nombre que és la suma de tres i quatre» descriu el
nombre set. Per a aquesta definicié hem necessitat 32 lletres. Ara
volem escriure en un full de paper tots i cadascun dels nombres nat-
urals que poden ser descrits per mitja d'una senténcia de la llengua
catalana de menys de cinc-centes lletres. Aquests sén, per descomp-
tat, molts nombres. Perdo només es poden donar un nombre finit de
senténcies catalanes amb menys de cinc-centes lletres, les quals de-
scriuen, per tant, només un nombre finit de nombres naturals. Volem
ara considerar el nombre natural més petit que no es troba escrit al
full de paper. Aquest és «El nombre natural més petit que no pot
ser descrit amb una senténcia de la llengua catalana de menys de
cinc-centes lletres». Pero, no és aquesta darrera sentencia una tal
senténcia descriptiva de menys de 500 lletres?
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Sobre el significat dels llenguatges artifi-
cials

Fins ara hem considerat només la Sintazi dels
llenguatges artificials. Ara volem estudiar la seva
Semantica, i també el seu significat. Per a aixo,
assignem a cada paraula del nostre llenguatge un
objecte d’un model. Aquest model pot consistir
en construccions del pensament i en abstraccions,
i també en idees platoniques. Pot també consistir
en els mesuraments d’un fisic fets en un labora-
tori, en el contingut d’un programa d’ordinador, o
també en objectes matematics. En el nostre llen-
guatge aritmetic volem assignar a la paraula 2 el
nombre i també el pensament abstracte dos. A
una paraula de la forma A + B, li volem assignar
la suma dels valors que hem assignata Aia B. A
la paraula 3+4=7 li assignem el concepte vertader
i a la paraula 3+4=5 el concepte fals. Natural-
ment, podriem també haver assignat a la paraula
2 un altre nombre, per exemple dotze, perd les
convencions usuals sobre el significat dels nom-
bres en la cultura occidental ens han induit a la
decisié esmentada anteriorment.

Sobre el funcionament dels metodes for-
mals

En el llenguatge artificial utilitzat en el nos-
tre exemple podem, en particular, trobar senten-
cies sobre fets aritmeétics. Aixi, per exemple, a
la paraula 34+4=7, li assignavem el concepte ver-
tader, i volem interpretar-la com una descripcid
d’un fet aritmetic. També a la paraula 142=3, li
correspon el valor de veritat vertader. A partir
d’aquestes dues paraules vertaderes podem cons-
truir la paraula vertadera 142+4=7. Evident-
ment, seguint la regla segiient: si tenim dues pa-
raules de la forma A+B=C i D+E=A, en les quals
les lletres A, B, C, D i E representen nombres, que
tenen el valor de veritat vertader, aleshores tamhé
té aquest valor de veritat la paraula D+E+B=C.
Aixi, sense calcular i sense pensar sobre els ob-
jectes concrets del nostre model, podem arribar
a noves senteéncies vertaderes només reordenant
les tires de lletres d’acord amb les regles. La in-
vestigacié rigorosa d’aquests sistemes de regles és
tasca de la logica. La logica de I’aritmetica con-
sisteix en un nombre petit de regles, semblants a
les del nostre exemple, que ens permeten derivar
molts d’altres fets aritmetics per mitja d’una pura

manipulacié de text i de simbols. Aquesta mani-
pulacié es pot esquematitzar i pot ser efectuada
per un ordinador.




Diferents logiques

La idea que es poden obtenir noves veritats a
partir d’una reordenacié de simbols seguint unes
regles de joc préviament donades té quelcom de
fascinant. L’exemple que hem utilitzat anterior-
ment és realment molt simplei fa que el llenguatge
técnic dels matematics resulti una mica presump-
tuds per a parlar de fets trivials. Aquest, pero, és
necessari en situacions més complexes. En aixo
precisament consisteix sovint el treball d’un ma-
temitic: a partir d’unes poques propietats d’un
objecte arribar a nous coneixements per mitja de
la manipulacié dels simbols d’un llenguatge arti-
ficial. Amb D’aplicacié estricta d’aquest métode
logic no és necessari coneixer el significat del llen-
guatge. Només es tracta d’aplicar les regles ade-
quades en la successié correcta. En la practica,
pero, una idea intuitiva és molt util, tant per a
P’elecci6 de les regles com per a la interpretacio
del resultat.

Logica de programes, la qual demostra la correccié

d’un programa de divisié

{0<zand 0 <y}

r:0z;q := 0;

{0<rand0O<yandz=y*q+r}

while 7 > y do

begin {0 <rand 0<y<randz=yx*xq+r}
ri=r—y;q:=q+1
{0<randO0<yandz=y*q+r}

end
{0<r<yandz=yxq+r} —
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Un fisic teoric va a la recerca d’unes regles tals
que permetin predir tan bé com sigui possible els
resultats dels experiments fisics. Es impressio-
nant en aquest cas com en sén de bons els me-
todes formals que poden ser utilitzats: Transfor-
macions de simbols més o menys complicades en la
pissarra d’un cientific poden descriure la trajecto-
ria dels coets o el comportament de les particules
elementals i les estrelles. El model del mén del
fisic, les veritats del qual voldria descobrir i des-
criure, li ve donat des de fora mitjangant els seus
instruments de mesura. En ’abséncia d’aquests,
el fisic treballa per obtenir un coneixement exacte
del mé6n amb diversos sistemes de regles, depenent
de ’area d’estudi, les quals serveixen de criteri de
decisié. Mentre que la fisica de cada dia se serveix
de la logica classica i de les mateixes Heis que fun-
cionen en cl nostre coneixement d’estar per casa,
el fisic de particules necessita unes regles espe-
cials, ’anomenada logica quantica, ja que els seus
experiments sembla que contradiuen el nostre sen-
tit comu. El matematic estudia creacions ideals
concretes i té, per tant, moltes menys limitacions
a ’hora d’escollir les regles. Els llenguatges dels
informatics han de poder descriure tant les abs-
traccions del nostre pensament i del mén que ens
envolta com els sistemes fisics, com sén els ordi-
nadors o els instruments de control.

Logiques no classiques

Volem considerar ara la logica no monotona i
la logica lineal com dos exemples de llenguatges
artificials i de sistemes de regles, els quals juguen
un paper especial en la informatica d’avui. A més,
aquestes logiques difereixen clarament de la logica
comuna i de la logica de predicats tan important
en la matematica.

En molts sistemes logics val el principi que a
partir del coneixement de nous fets podem tam-
bé deduir noves conseqiiéncies. En particular,
nous fets no poden fer que conclusions préviament
establertes deixin de ser vertaderes. Volem il-
lustrar aixo amb el famés exemple de ’estrug. Su-
posem que sabem <«Tot ocell pot volar», i també
<El pardal és un ocell» i «L’estrug és un ocell».
Ara podem concluir: <«El pardal pot volar» i
«L’estrug pot volars>. Ara descobrim que 1’estrug
no pot volar. Basant-nos en el nou coneixement
d’aquest fet ja no podem concloure que, atés que
Pestrug és un ocell, aquest pot volar. El coneixe-
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ment d’un nou fet ha convertit en inadmissible
una conclusié préviament valida. El coneixement
que és parcialment inconsistent, o més exacta-
ment, el que modifica gracies a noves percepcions
un saber ja establert, representa un problema cen-
tral de la intelligéncia artificial i no és tractable
amb les técniques de la logica de predicats.

Una altra declaracié de la logica de predicats
és la segiient implicacié: suposem que sabem «Si
A, aleshores B» i «Si A, aleshores C». Llavors
podem concloure: «Si A, aleshores B i Cx».

Si ara en lloc de A posem «Ploux», en lloc de
B «L’aire és humit> i en lloc de C «El terra
es mullara», aleshores sembla que aquesta impli-
cacid se satisfa. Pero si ara en lloc de A, voste
posa <Tinc un bitllet de 5 francs», en lloc de B
«Puc comprar una barra de pa de 4 francs» i
en lloc de C «Puc prendre un cafe de 3 francsx»,
és aquesta implicacié encara valida? EIl misteri
queda rapidament resolt amb la segiient conside-
racié: La logica de predicats i en particular la im-
plicacié que hem considerat no és adequada per a
descriure els canvis en les condicions. Ates que la
modificacié de les condicions, és pero, un fendmen
comi des de I'inici dels programes d’ordinador,
els informatics s’interessen especialment per la re-
centment desenvolupada logica lineal en la qual
es pot formular que l’ocurréncia de B gairebé
<«consumeix» un fet de tipus A.

Logica i informatica

Molts enginyers deuen sovint el seu reconeixe-
ment d’alta fiabilitat al fet que en el seu camp
existeixen molt bons models matematics. Gra-
cies als més de quatre mil anys d’experiéncia en
arquitectura i en matematiques, i gracies al fet
que disposem des de fa uns tres-cents anys del
calcul diferencial i integral, podem disposar ara
de métodes precisos per a I’analisi del comporta-
ment estatic dels edificis. Si en el nostre segle els
ponts s’enfonsen, no es pot acceptar com a valida
P’excusa de la ignorancia.

Els objectes de la informatica es poden des-
criure logicament d’una manera més senzilla que
no pas el comportament de les parets sota ten-
sions. La informatica actual, a pesar o potser
a causa del seu rapid desenvolupament, com a
ciéncia extremadament jove, disposa encara d’una
fonamentacié teorica molt petita. Els programes,
contrariament als edificis, els quals sén controlats

per un analista de tensions, molt sovint només
es comproven en alguns pocs casos. En la prac-
tica, com tot usuari de la informatica al cap del
temps acaba malauradament comprovant, moltes
vegades resulten defectuosos. Hi ha, pero, una es-
peranca ben fonamentada que en el futur també
en la informatica disposarem d’una fonamentacié
teorica i d’una experiéncia més amplia, de tal ma-
nera que les eines de la logica formal podran ser
utilitzades amb molt d’exit.

Per a aconseguir aixo, per a cada objecte amb
qué treballem en la informatica, hem de desenvo-
lupar una formulacié en un llenguatge logic ade-
quat.  Aquest objectiu s’hauria d’aconseguir en
pocs anys. Aixi, avui dia ja disposem d’una logi-
ca molt potent per a la descripcié de programes
sequencials, en canvi en el terreny dels sistemes
compartits i paral-lels encara s’han de resoldre al-
gunes qiiestions. Al mateix temps, s’haurien de
desenvolupar métodes que fossin utils per a la
manipulacié d’aquests llenguatges. Aixi, la lon-
gitud total del programa del sistema del trans-
bordador espacial america, mesurada en linies de
programa arriba a més de deu millions. Mentre
no hi hagi técniques que ens permetin saber, per
exemple, quines conseqiiéncies d’un programa es
deriven dels efectes d’una sola linia, no podrem
desfer aquesta enorme complexitat.

El problema dels generals bizantins ha estat,
per cert, investigat amb detall ja fa alguns anys.
Ara ja es pot demostrar efectivament, per mitja
de técniques logiques, quan i com és possible un
consens entre els generals. Amb dos traidors es
necessiten com a minim cinc generals lleials, per
tal que el problema tingui solucié. El métode per
a solucionar-lo haura d’esperar, pero, una altra
ocasio.

Clemens H. Cap és professor de métodes formals de la In-
formatica a I’Institut d’Informatica de la Universitat de
Zuric.
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Teniu aptitud per a les matematiques?

La seccié de matematiques de la Universitat Independent
de Moscou organitza cada any un examen d'admissié per
tal de seleccionar els candidats més aptes per a les ma-
tematiques d'entre tots els inscrits. Feu-vos vosaltres
mateixos una prova. No cal saber férmules ni tenir faci-
litat per al calcul.

CHRISTIAN BLATTER

L’examen proposat la tardor de 1991, del qual
hem tret el nostre problema, va ser publicat en
els Notices de la Societat Matematica Amertcana
el mes de febrer de 1993; en aquest nimero dels
Notices es discutia en general ’estat de les mate-
matiques i la situacié dels matematics a I’antiga
Unié Soviética. Per prendre part en ’examen
al qual ens referim calien ben pocs coneixements
previs de matematiques; aixi doncs, el problema
i el métode de resolucié sén facils d’entendre i
no pressuposen saber férmules ni ser habil calcu-
lant. En resum: qualsevol lector pot participar-
hi. Us convido a una petita experiéncia matema-
tica. Preparats? Comengarem amb la traduccié
al catala d’una traduccié a ’alemany d’una tra-
ducci6 a I’anglés de ’enunciat original en rus:

Un triangle equilater de costat a es pot re-
cobrir amb 5 triangles equilaters de costat b.
Demostreu que és possible recobrir el trian-
gle de costat a amb 4 triangles de costat b.

Ho heu entes? Tingueu en compte que aquest
problema anava adregat als millors alumnes de
I’ensenyament secundari, que evidentment conei-
xien ’argot. Nosaltres, pero, sera bo que tornem
a formular el problema fent servir un llenguatge
més planer.

En els problemes de recobriments, es tracta de
tapar completament una figura donada (en el nos-
tre cas, un triangle equilater de costat a) utilit-
zant el nombre minim possible de copies d’una
altra figura (triangles equilaters de costat b). La
figura 1 mostra un recobriment d’un triangle equi-
later gran mitjangant sis triangles equilaters pe-
tits. Observeu que les sobreposicions estan per-
meses expressament. Problemes d’aquest tipus no
només apareixen en els examens, siné també en
les matematiques avancades (i fins i tot fora de
les matematiques), i molts d’ells no han pogut ser
mai resolts. .

Anem per feina! Estem parlant de dues longi-
tuds a i b que no ens han pas estat especificades
amb nombres concrets. L’inica cosa que sabem
és que cinc triangles petits son suficients per re-
cobrir el triangle gran. L’enunciat afirma que, en
aquesta situacid, amb quatre triangles petits de
costat b n’hauriem de tenir prou. En sentir-ho
per primer cop, costa de creure-ho! Tanmateix,
anem a donar-ne una demostracio.
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Hem de veure que «si cinc sén suficients, també
ho sén quatre»; en altres paraules: «és impossible
que es pugui fer amb cinc i no es pugui fer amb
quatre». Dit encara d’una altra manera (que és
la reciproca de la primera proposicid), «si amb
quatre no es pot fer, llavors tampoc no es pot fer
amb cinc».

V

Figura 1

a2

Figura 2

Segur que la figura 2 és a 1’abast de tots els par-
ticipants en aquell examen, i també de la majoria
dels lectors. Mostra que un triangle equilater de
costat a es pot recobrir exactament amb quatre
triangles equilaters de costat b = a/2. Aleshores,
amb més motiu es podra recobrir amb quatre tri-
angles de costat b més gran que a/2. D’aqui de-
duim que, si el triangle gran no es pot recobrir
amb quatre triangles petits, llavors el costat b dels
triangles petits ha de ser menor que a/2.

Aixi doncs, ’enunciat en cursiva quedara de-
mostrat —i el nostre problema resolt— si podem
demostrar el segiient: en cas que b sigui més petit
que a/2, cinc triangles no sén suficients. Aqui ens
cal una demostracié d’impossibilitat. Per exem-
ple, suposem que ¢ = 100 mm i que b = 49 mm.
Hem de demostrar que, amb aquestes dades, ni
una sola de les moltissimes maneres imaginables
(de fet, infinites) de col-locar els cinc triangles pe-
tits damunt del paper recobrira completament el
triangle gran. Les demostracions d’impossibilitat
son de les més dificils que hi ha en les matemati-
ques. Només cal recordar el temps que es va tar-
dar a demostrar que la quadratura del cercle o la
triseccié d’un angle arbitrari amb regle i compas
s6n impossibles. Des d’un punt de vista filosofic,
la situaci6 és la segiient: per demostrar que cap
construccié, per més complicada que sigui, realit-
zada en el si d’una teoria donada no pot resoldre
un problema determinat, ens cal disposar d’una
altra teoria més potent. Dit d’una altra manera,
necessitem un deus ez machina.

Per exemple, podriem intentar raonar fent
servir I’area: si b fos substancialment més petit
que a, podria passar que I’area conjunta dels cinc
triangles petits fos menor que 1’area del triangle
gran. Si es donés aquest cas, llavors seria impossi-
ble, evidentment, que els cinc triangles petits re-
cobrissin el gran, de cap manera que els poséssim.
No obstant aix0, aquest raonament no serveix de
res si b només és un xic més petit que a/2, com
en ’exemple numeéric anterior. En efecte, si b és
igual a /2, llavors 1’area conjunta de quatre tri-
angles petits és exactament igual a I’area del tri-
angle gran (figura 2). Si b només és lleugerament
més petit que a/2, llavors I’area conjunta de qua-
tre triangles petits és gairebé igual a l’area del
triangle gran, i ’area del cinqué passa ben bé del
que hi falta.

L’area és un criteri massa global. Is clar que




necessitem una eina que tingui en compte la forma
i la posicié de les figures implicades. Si feu uns
quants assaigs amb cinc triangles de costat un xic
inferior a a/2, aviat veureu que cada vegada te-
niu dificultats per tapar, o bé els tres vertexs del
triangle gran, o bé els punts mitjans de les tres
arestes. Anem a treure suc d’aquesta observacid.

Atencié! Ara ve el pas definitiu. A la figura 3
hem marcat els sis punts esmentats del triangle
gran. La distancia entre dos qualssevol d’aquests
punts és com a minim a/2. D’altra banda, la sepa-
racié maxima possible entre dos punts del triangle
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petit és igual a la llargada del costat b, que és
menor que a/2 per hipotesi. Aixi doncs, cadascun
dels triangles petits pot tapar com a molt un dels
sis punts marcats, i per tant, és impossible que
cinc triangles petits puguin tapar tots sis punts.
D’aquesta manera hem demostrat que el triangle
gran no es pot recobrir amb els cinc petits.

Tal com ha de ser, acabarem aquesta llig6 pro-
posant un exercici. Recobriu el quadrat gran de la
figura 4 amb tres copies del quadrat petit. (Indi-
cacié per als qui ho vulguin intentar: la proporcié
entre el costat petit i el gran és de 0,78615 a 1.)

Figura 3

Figura 4

Christian Blatter és professor a ’ETH de Zuric.
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Guaita, quina idea! La historia d'una descoberta

Can one hear the shape of a drum?, va preguntar el
matematic america Marc Kac I'any 1966. La resposta va
trigar vint-i-cinc anys i és un exemple Unic de com una
idea matematica es pot desenvolupar gracies a una série
d'aportacions provinents de camps ben diferents.

ER DUSER

Els vasos, les tasses, o un tren que s’acosta:
hi ha molts objectes que podem identificar pel
soroll que fan, sense necessitat de veure’ls. Fins
i tot algunes coses es poden percebre per I'oida
molt abans que es manifestin visualment, com per
exemple les esquerdes a la ceramica.

Les ones sonores sén produides per les vibra-
cions d’un cos i poden ser descrites matematica-
ment. Les freqiiéncies obtingudes formen el que
s’anomena [’espectre. Per exemple, la figura 1
mostra les primeres 20 freqiiéncies de 1’espectre
d’una lamina plana. A la figura 2 s’ha modifi-
cat un xic la forma de la lamina; la deformacio es
manifesta clarament en l’espectre. Experiments
molt detallats han demostrat que fins i tot varia-
cions insignificants de la forma de la lamina al-
teren l’espectre. Aixo va portar, finalment, Kac
i altres matematics dels anys seixanta a sospitar
que potser la forma global d’una figura plana es
troba codificada d’alguna mancra en 1’espectre.
Dit d’una altra manera, «can one hear the shape
of a drum?s (es pot oir la forma d’un timbal?).

Avui se sap que la resposta no és pas afirma-
tiva en tots els casos. La figura 3 mostra, com
a contraexemple, dos dominis isospectrals, és a
dir, dues regions planes que tenen exactament el
mateix espectre. Com es varen arribar a desco-
brir, aquestes formes? Tal com explicarem, va
caldre una llarga cadena de troballes i circums-
tancies, que es remunta fins a I’any 1880.

La recerca de contraexemples va comengar
aviat. L’any 1964, John Milnor, de D’Institut
d’Estudis Avangats de Princeton, ja havia cons-
truit dos objectes isospectrals (dos tors) combi-
nant peces de cristall. Pero de setze dimensions!
De fet, des del principi es va veure que era més
senzill treballar amb dimensions grans; va passar
més d’una década fins que, finalment, la matema-
tica francesa Marie-France Vignéras va aconseguir
trobar els primers exemples de dimensié dos
(unes certes superficies de Riemann). Tanmateix,
aquests exemples eren tan complicats que els tors
de Milnor semblaven inofensius al seu costat. Per
representar-los caldria dibuixar dues figures tubu-
lars amb molts milers d’anses cadascuna! Com
que jo m’havia doctorat amb espectres de super-
ficies de Riemann, vaig comencgar a interessar-me
per la construccié d’exemples més simples, perd
al principi no en vaig pas treure ’aigua clara.

Una analogia sorprenent

L’estiu de 1983, enmig dels examens, vaig rebre
el manuscrit d’un treball de Toshikazu Sunada,
de la Universitat de Nagoya al Japé, que em va
tenir ocupat molt de temps. Sunada havia des-
cobert un lligam amb un problema de teoria de
nombres que el famds matematic Leopold Kro-
necker havia plantejat cent anys abans (per ser
precisos, I’any 1880). El problema tractava de
cossos de nombres algebraics, i es va resoldre ’any
1926 fent servir teoria de grups. Hiintervenien ca-
denes infinites de nombres. Un bon dia Sunada es
va adonar d’una analogia sorprenent entre aques-
tes cadenes de nombres i els espectres, i se li va
ocorrer d’intentar veure si la solucié del problema
de Kronecker podia aportar alguna cosa 1itil a la -
construccié d’exemples isospectrals.

En el seu treball, Sunada va construir una série
d’exemples nous on apareixien superficies de Rie-
mann de génere disset (el génere és el nombre
d’anses). Per tal d’aconseguir un geénere encara
més petit, jo vaig comengar a treballar amb fi-



més petit, jo vaig comengar a treballar amb fi-
gures fetes enganxant poligons no euclidians (com
a les figures 11 2), i aixi vaig reduir el génere a
cinc. Actualment posseeix el record un col-lega
meu, Robert Brooks, de la Universitat de Califor-
nia del Sud, amb génere quatre. Potser és aquest
el minim valor possible. Malgrat tot, pero, el mé-
tode de Sunada no aportava res de nou per a re-
gions del pla.

SRR

P Chon Cheo

Figura 1. Un poligon no euclidia com a
lamina vibrant. La triangulacié serveix per
als calculs numeérics. L’escala mostra les

vint primeres linies de ’espectre.
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Figura 2. Aqui s’ha modificat un xic la
forma de la lamina de la figura 1. La de-

formacié es manifesta en ’espectre.
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Un café que va tenir consequéncies

Una tarda estavem prenent café el meu col-lega
Heinrich Matzinger i jo. Mentre li anava explicant
les meves subtileses, va posar de sobte una nova
peca en joc. Pensant encara en les seves classes de
fisica matematica, va preguntar: <es poden rea-
litzar a ’espai, les teves superficies?» «Nox», vaig
respondre-li; «les superficies de Riemann no es
poden pas representar a l’espai sense estirar-les,
i si les estirem es perd la isospectralitats>. Pero
ja havia estat pronunciada la paraula clau, espat,
per a la qual jo no havia tingut cap interés fins
aleshores, i que ja no em vaig poder treure del
cap. Que hi ha, que es pugui doblegar pero no es-
tirar? Mentre pujava I’escala cap al meu despatx
em va venir la idea: el paper, evidentment! I vet
aqui que em vaig estar fins al vespre remenant pa-
per, tisores i cinta adhesiva, fins que vaig acabar-
les: les dues primeres superficies isospectrals de
I’espai. I per primera vegada autenticament fa-
bricades a ma!

Tanmateix, el model de paper era un xic com-
plicat i no em va pas entusiasmar. Per sort,
Robert Brooks va trobar després un model més
senzill a partir de les seves superficies de genere
quatre. Simplificant encara més el seu model, vaig
obtenir les dues formes de la figura 4. Si hagués
estat permes d’estirar-les, les hauriem pogut fins i
tot desplegar en el pla sense cap creuament. Aixi
doncs, aquest model s’acostava forga a la solucié
del problema de Kac, pero durant molt de temps
ninga no es va adonar de fins a quin punt s’hi
acostava.

La meitat és més que el tot

A principis de 'estiu de 1991, Carolyn Gordon,
professora de la Universitat de Washington (Saint
Louis, Missouri), va impartir una conferéncia da-
vant de la Societat Matematica Americana. Va
fer un repas molt engrescador del desenvolupa-

ment del tema dels exemples isospectrals, des dels

tors de Milnor fins a les deformacions isospectrals
de grups de Lie que ella mateixa havia descobert.
Entre d’altres, va exhibir els dos models de paper
de la figura 4. A ’audiéncia, hi era Scott Wolpert,
de la Universitat de Maryland, un expert en teo-
ria espectral. En tornar a veure aquells models
a la ma de Carolyn Gordon, va copsar un detall
decisiu, encara que ben simple: cadascuna de les
dues figures es pot aixafar en dues meitats, 'una
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damunt P’altra, com si anéssim a plegar un jersei.
Aquestes meitats son figures planes. Podria ser
que fossin isospectrals?

En aquella ocasié la pregunta va quedar sense
resposta. Varen passar moltes setmanes fins
que Carolyn Gordon, conjuntament amb el seu
marit David Webb (que també és matematic) va
apropar-se a la solucié després d’uns quants in-
tents poc reeixits.

A comencgament de juliol, altra vegada enmig
dels examens orals, vaig tenir a la ma a I’hora de
dinar un manuscrit del treball de Gordon, Webb i
Wolpert, on el resultat era esbossat, encara sense
demostracié. No em podia creure que fos possi-
ble arribar al nostre objectiu senzillament tallant
per la meitat. Mentre jo tornava als examens, un
col-lega meu es va dedicar a comprovar el resul-
tat amb 1’ordinador. Les primeres deu linies de
I’espectre coincidien exactament fins al sise deci-
mal. No hi havia cap dubte: els dos dominis eren
isospectrals; el problema de Kac estava resolt! Un
parell de dies més tard varem trobar fins i tot una
demostracié molt senzilla, mitjangant una mena
de trasplantament, amb el meu col-lega Klaus-
Dieter Semmler.

Han quedat obertes moltes qiiestions. John
Conway i Peter Doyle, de la Universitat de Prince-
ton, han regirat de dalt a baix l’atlas de grups
finits (si, n’hi ha un!) i han trobat molts al-
tres dominis isospectrals plans. Els dos gats de
la figura 3, els varen trobar ells. Quants exemples
com aquests poden existir? Pot haver-hi altres
construccions que no estiguin basades en la teo-
ria de grups? Quines propietats geometriques es
poden llegir realment a I’espectre? I moltes altres
preguntes.

Una darrera observacio: tots els exemples plans
coneguts fins ara tenen angles. Tanmateix, de
bell antuvi, Kac estava pensant en dominis amb
vora llisa; aixi doncs, el problema encara no esta
pas totalment resolt. Pero de la idea que cal per
acabar el que falta, encara no us en puc pas contar
res.

Figura 3. Dos dominis isospectrals del pla,

constituits per triangles idéntics.

Figura 4. Dues superficies isospectrals de

I’espai, constituides per creus helvetiques.

Peter Buser és professor de matematiques a ’EPF de Lau-

sana.
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Visualitzacié de la matematica

L'oblidada tradicié de visualitzar la matematica reviu avui
merces als grafics per ordinador. Entre els exemples de
tals imatges, les que il-lustren, en el domini de la geo-
metria algebraica, |'important procés anomenat esclata-
ment, permeten apreciar, fins i tot als no-matematics, la
riquesa de la matematica.

MARKUS BRODMANN

La recerca sistematica de les anomenades super-
ficies algebraiques va comencar a la segona mei-
tat del segle passat, en part pels treballs pioners
del matematic bernes Ludwig Schlifli, i tal ve-
gada I’abundancia de formes que s’anaven desco-
brint va propiciar 1’ocasié de visualitzar-les mit-
jancant distints models. Molts d’aquests models
es van construir amb guix. També es varen pro-
duir models plegables de paper, models de fusta
i els anomenats models de Paden. Lamentable-
ment, molts dels models varen desapareixer dels
arxius de I'Institut de Matematiques en el decurs
del temps, o varen romandre totalment oblidats.
Paral-lelament, la matematica va cultivar cada
cop menys aquesta tradicié de visualitzacio.

Ambdés grafics, generats per ordinador,
representen esclataments. Mitjangant un
tal procés el centre d’una fulla circular

s’expandeix, o <esclata>, en una recta.

La vella tradicié torna a viure

Avui aquesta oblidada tradicié s’ha revifat gra-
cies a les miiltiples capacitats dels grafics per ordi-
nador. Naturalment, un objecte matematic no es
pot veure tan bé, estrictament pa,rlant, amb una
imatge bidimensional com mitjancant un model
espacial. Aquesta mancanga de la imatge bidi-
mensional esdevé, pero, ampliament compensada
mitjancant les miltiples prestacions que els ordi-
nadors actuals ofereixen.

Aquesta forma d’illustracié d’objectes mate-
matics, a la frontera entre ciéncia i art, pot donar
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lloc a una estimulant trobada entre matematics
i no-matematics. El no-matematic obté una im-
pressié visible de la bellesa propia dels objectes
matematics. Pot, aixi, copsar una part de la fasci-
nacié emanada per ’ordre i la claredat interna de
les teories matematiques. Per altra banda, el ma-
tematic aprén a veure els objectes de la seva re-
cerca des d’un altre punt de vista, amb la qual
cosa sovint es veu sorpres pels diversos atractius
estétics que inesperadament es manifesten. En-
demés, amb aquestes noves formes d’observacié
potser atenyi, insospitadament, inspiracions pel
seu propi treball.

Generacié de les imatges

Presentarem algunes imatges generades per or-
dinador en un treball conjunt amb I'Institut
d’Informatica de la Universitat de Zuric, les quals
visualitzen (en un cas especial molt senzill) un
procés molt important per a la geometria alge-
braica —el procés d’esclatament.

Per tal d’explicar aquest procés, i ensems la
forma de generar les imatges, considerem la su-
perficie S definida per ’equacié @ = yz, aixo és,
el conjunt dels punts de ’espai les coordenades
z,y,z dels quals compleixen la relacié z = y=.
Es tracta aixi d’una superficie algebraica, és a
dir, d’una superficie els punts (z,y,z) de la qual
son els que compleixen una equaci6 algebraica do-
nada. Convé dir, perd, que la nocié de super-
ficie algebraica és més general, ja que comprén
«superficies» que no es poden realitzar com a
superficies de ’espai de dimensié 3. Si x # 0
i y = 0, Havors és clar que no hi ha cap valor
de z que satisfaci ’equacié. Dit en termes més
grafics: no hi cap punt de l’eix de les z (llevat el
punt d’interseccié dels tres eixos) sobre del qual
hi hagi algun punt de la superficie S. D’antuvi,
aquesta manca es pot adobar d’una manera pura-
ment formal si admetem un valor addicional de =
que designarem amb el simbol co. Suposarem que
la nostra equacié es compleix sempre per y = 0 i
z = o0, afegint aixi a la superficie S els «punts a
I'infinit» que en coordenades s’escriuen (z,0,00).
Aquests punts formen una «recta a 'infinit> que
resta sobre 1’eix de les z.

Per tal d’entendre aquesta operacié for-
mal d’una manera geometrica satisfactoria, ens
cal precisar com s’adjunta a la superficie §
I’esmentada «recta a l'infinit». A tal fi només

ens cal dir com s’adjunta un «punt a l'infinit»
a una recta. Aixo, ho farem de forma que ens
acostem a aquest punt indefinidament, quan des
d’un punt arbitrari de la nostra recta ens movem
constantment seguint la seva direccié. La recta
completada d’aquesta forma s’anomena recta pro-
jectiva i la denotem amb el simbol P!. En termes
grafics, per aquest procés de complecié amb un
«punt a l'infinits>, que es pot realitzar com a la
figura 1, la nostra recta original es tanca en una
circumferéncia.

Figura 1

.

g

Ara volem emprar el procés de complecié que
acabem d’explicar per tal de tancar la superficie S
mitjangant «els seus punts a P’infinit» (figura 2).
Per obtenir una imatge satisfactoria, escollim un
disc D en el pla zy, que denotarem amb el simbol
E, i considerem només la part S de la superficie §
que resta sobre D. Considerem també una recta a
del pla E que no talli el disc D. Donat un «punt
base» [’ arbitrari dins el disc D, considerem el
seu simetric Fii, respecte de la recta a. Llavors
podem completar la recta [ que passa per F i
és parallela a 1’eix de les z, pel procediment que
hem explicat, en una recta projectiva Plp.



Figura 2

A cada punt P comi ala rectalria S li cor-
respon un punt . Si F' és un punt de 1’eix de les
z, admetem Fo com a possible punt Q. Si ara
deixem que el punt F recorri el disc D, el conjunt
dels corresponents punts ¢ formen una superficie
B, que, de fet, és una banda de Mobius. Intuiti-
vament B s’obté «tancant a l'infinit> la «banda
torcada» .

El que just acabem de descriure graficament es
correspon amb el procés d’esclatament del disc
D. Aquest procés es pot també efectuar quan
I’equacié inicial 2 = yz es canvia per d’altres
més complicades, com ara 2? = 32z, 23 = yz,
2?24+ = y2z,-.-. En casos com aquests el procés
subministra, naturalment, superficies més compli-
cades que la banda de Mébius, com, per cert, tam-
bé ho mostren els grafics d’ordinador.

En tots aquests exemples, i dit intuitivament,
el centre del disc D és distanciat i substituit per
una recta projectiva, aixo és, per una circumferén-
cia. La manera d’engalzar aquesta circumferencia
amb el disc en el lloc de I’allunyat centre, depén
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de ’equacié escollida. La idea intuitiva segons la
qual un punt (en el nostre cas el centre del disc D)
s’engruixeix, o es dilata, en una recta sencera és la
raé per la qual el procés descrit s’anomena un es-
clatament. El procés d’esclatament de la geome-
tria algebraica es defineix, pero, amb molta més
generalitat i usualment es trasllada a situacions
en queé la visualitzacié directa no és possible per
raons de dimensié. Aixi doncs, amb les nostres
imatges ens movem per la «vora més baixa» del
camp de tots els esclataments. Per6 només amb
aix0 ja es pot entreveure quelcom de la riquesa
del domini en el qual hem fet una primera ullada.

Markus Brodmann és professor a I’Institut de Matemati-
ques de la Universitat de Zuric.
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Els models matematics sdn

Les consideracions matematiques abstractes juguen un
paper important en les ciéncies de la natura, la medicina,
I'enginyeria, |'economia, les ciencies socials i, darrera-
ment, també en les finances. D'aquesta mena de lligams,
se n'aprofiten les dues bandes: d'un costat, la matema-
tica contribueix a una millor comprensié de fenomens
complexos de I'experiencia i, de |'altre, d'aquests con-
tactes, en recull inspiracions per al seu propi desenvolu-
pament. L'autor presenta exemples del seu domini de

recerca.

HERBERT AMANN

A mitjan dels anys vint d’aquest segle, el bio-
leg italia U. D’Ancona va observar que els es-
tats d’equilibri biologics naturals de les poblacions
de peixos podien ser modificats per les empreses
pescadores. Recerques estadistiques, fetes entre
19101 1923, dels mercats de Veneécia, Trieste i Fi-
ume, en qué es descarregaven practicament totes
les captures de I’alt Adriatic, van mostrar fluc-
tuacions considerables en la varietat i freqiiencia
de les especies pescades. Durant els anys de la
guerra, que van ocasionar una reduccié conside-
rable de la pesca, va augmentar significativament
la proporcié de peixos predadors —com ara tau-
rons o rajades—, que viuen de varietats de peix
més petites. El nombre de peixos comestibles, en
canvi, que viuen d’invertebrats i plantes, i que sén
la presa dels depredadors, va minvar. D’Ancona
va concloure que la reculada de les flotes de pesca
en el periode 1914-1918 havia dislocat passatge-
rament l’equilibri biologic de ’alt Adriatic a fa-
vor dels predadors, pero, per altra banda, no va
saber donar una explicacié satisfactoria d’aquest
fenomen.

_ ‘ Poblacié de predadors!

insubornables

El sistema predadors-preses

Vers 1925 el conegut matematic italia Vito
Volterra, incitat per converses amb D’Ancona,
va comengar a preguntar-se si seria possible de
trobar una explicacié de les esmentades oscil-
lacions mitjangant metodes matematics. Per a les
seves consideracions va ser fonamental adonar-se
que en la lluita per la supervivéncia concorrien
dues classes de peixos. Per aixo va agrupar els
peixos de 1’alt Adriatic en dues classes, la dels
depredadors i la de les preses, i mitjangant un pe-
tit nombre de premisses senzilles va derivar un sis-
tema de dues equacions diferencials que descrivien
I’evolucié temporal d’ambdues poblacions. Una
analisi d’aquestes equacions mostra un augment i
una disminucié periodics dels depredadors i de les
preses, variacions que essencialment sén de signe
contrari per les dues classes. Si a l'instant ¢ re-
presentem la poblacié de preses per p(t) i la de
depredadors per d(t), podem considerar el parell
P(t) = (p(t),d(t)) com un punt del pla, el qual en
el decurs del temps descriu una corba tancada I
en el sentit contrari del de les busques del rellotge

(figura 1).

i ‘ -

Figura 1

| Poblacié de preses |



Descoberta la periodicitat mitjangant 1’analisi
matematica de les equacions diferencials, aquest
estat de coses es pot interpretar facilment. Quan
el nombre de predadors augmenta, més preses
s6n devorades i, per tant, el seu nombre dismi-
nueix. Llavors, havent-hi menys provisions per als
predadors, la seva taxa de mortalitat augmenta,
amb la qual cosa la seva poblacié disminueix.
Com que menys depredadors necessiten menys
aliment, la poblacié de preses pot multiplicar-se
tranquil-lament, i aquest augment comporta un
augment dels predadors. Després d’un cert temps
trobarem un alt nombre d’aquests i de les seves
preses, amb la qual cosa el cicle pot comencar de
nou.

Tals oscil-lacions periodiques en sistemes de-
predadors-preses s’obtenen d’unes poques hipote-
sis naturals sobre la coexisténcia i les raons de
variacié de les dues poblacions. Es clar aixi,
que apareixeran en qualsevol sistema concur-
rent que es pugui modelar per equacions simi-
lars, independentment de la corresponent inter-
pretacié de les variables matematiques. En par-
ticular, apareixen variacions periddiques amb in-
dependéncia d’influéncies externes, com ara les
ocasionades per la pesca.

Es evident que les influencies externes se super-
posen a les variacions naturals i poden afavorir
o perjudicar una o altra poblacié. Aixi, podria
semblar que la intensificacié de la pesca perjudi-
cara les dues poblacions, de forma (ue la mitjana
de predadors i preses disminuira i el cicle ante-
rior es reprendra a un punt inferior, aixo és, amb
grandaries d’ambdues poblacions disminuides.

No obstant aix0, ’analisi matematica de les
equacions obtingudes per Volterra mostra que la
regla anterior, basada en el’sentit comu, és falsa.
En efecte, si es redueix la raé de creixement
de les dues poblacions en una proporcid fixa no
gaire gran —com ho comporta una captura equi-
librada de totes les especies—, obtenim el resultat
paradoxal constatat segons el qual la mitjana de
predadors disminuira i la de preses augmentara.
Per contra, una reduccié de la pesca beneficia els
depredadors i disminueix la quota dels peixos co-
mestibles —com, de fet, succel durant la primera
guerra mundial al mar Adriatic.

Aquest resultat sorprenent i remarcable, cone-
gut com el principi de Volterra, també es va con-
firmar quan es van introduir els insecticides. Aixo

Equacions diferencials 51

vol dir que quan es fa s de productes per a ex-
terminar insectes que tenen efecte tant sobre els
insectes predadors com sobre les seves preses, el
creixement de les poblacions d’aquests es veura
afavorit alla on abans era controlat pels seus con-
generes. Aix0 es pot illustrar amb el cas del
pugd del cotd, un insecte que va ser importat
d’Australia, a través de ’Ameérica del Nord, a la
segona meitat del segle passat. Com que a Aus-
tralia arruinava els cultius de llimoners, es va im-
portar també el seu adversari natural, una mena
de marieta, i aixi la seva poblacié es va reduir
aviat a un nivell més baix. Amb la introduccié
del DDT s’esperava fer baixar aquest nivell encara
més. El que va passar, pero, alla on es va emprar
aquest insecticida, fou que el pugd es va multi-
plicar millor que abans —d’acord amb el principi
de Volterra.

El paper dels models matematics

El sistema predadors-preses és un model mate-
matic molt senzill, i drasticament simplificat, que
avui només té valor historic i com a illustracid.
Malgrat que algunes suposicions que conté no
resisteixen una critica seriosa, és precisament a
causa de la seva simplicitat i accessibilitat que
pot servir per a perfilar una part del paper que
la matematica juga en la descripcié de fenomens
complexos.

- Els models matematics s6n universals. Es po-
den aplicar a situacions concretes d’origens diver-
sos, independentment del significat, en cada cas
particular, de les variables per investigar. Per
exemple, els sistemes de predadors-preses, o les
seves generalitzacions i millores, poden contribuir
a la comprensié de fenomens tan diferents com
el problema de la pesca ja esmentat, la propa-
gacié d’epidemies o fenomens de les reaccions
quimiques.

- Els models matematics dirigeixen la mirada
sobre el que és essencial i obren un cami envers
questions pertinents a través de la jungla de la
diversitat. Aixi, per exemple, per a ’aclariment
de les observacions de D’Ancona, Volterra va ex-
treure els enunciats que necessitava dividint la to-
talitat d’éssers warins de ’alt Adriatic només en
dues classes, la dels depredadors i la dels depre-
dats.

- Atés que no es deixen dur a l’error pel sen-
tit comi, els models matematics sén insuborna-
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bles. Poden aixi conduir a resultats totalment
inesperats que permeten que un problema do-
nat es pugui veure amb una llum nova, com ho
documenta perfectament el paradoxal principi de
Volterra.

La matematitzacié progressiva de les ciéncies
de la natura, i també de la medicina, I’economia
i les ciéncies socials, confronta tot el nostre
mén de Dexperiéncia a preguntes i models més
i més complexos, els quals han d’assolir deman-
des cada vegada més altes. En el cas del model
predadors-preses, ha estat suficient que conside-
réssim 1’evolucié temporal de les mitjanes de les
dues poblacions, i aix0 ens ha dut a dues sen-
zilles equacions diferencials ordinaries. En mo-
dels més realistes s’han de considerar també, a
més de 1’evolucié temporal, les interaccions es-
pacials, com ara les dels processos de difusid.
Aixo significa que en lloc d’equacions diferen-
cials ordinaries tindrem equacions diferencials en
derivades parcials. El maneig rigords d’aquestes
no és facil i és, especialment en el domini de
les equacions no lineals, que sén les que interve-
nen en gairebé tots els models realistes, ’objecte
d’investigacions actuals. Es pot obtenir una idea
de I’augment de dificultat, en passar d’equacions
diferencials ordinaries a equacions en derivades
parcials, si tenim present que en el cas ordinari
només s’ha de determinar un nombre finit de
quantitats desconegudes (per exemple, la variacié
temporal de les poblacions de predadors i preses),
mentre que en el cas d’equacions en derivades par-
cials s’han de controlar infinites quantitats (per
exemple, la variacié temporal de la temperatura
a cada punt d’un cos o d’un corrent).

Naturalment, els models matematics seriosos de
situacions complicades es basen, en gran mesura,
sobre lleis fisiques conegudes, i no sobre regles
del sentit comdu, i no els podrem explicar, ni de
bon tros, en el marc d’aquest article. No obstant
aix0, intentarem, mitjancant els exemples que
segueixen, de proporcionar al lector una introduc-
cié a aquesta mena de problemes i al paper que
hi juga la matematica.

Subministrament d’oxigen als 6rgans d’ani-
mals de sang calenta

A Dortmund, a PInstitut Max Planck de Fi-
siologia de Sistemes, s’investiguen els processos
d’intercanvi entre els capil-lars i els teixits d’orga-
nismes de sang calenta. Per exemple, té interes de

saber sota quines condicions esta garantit un sub-
ministrament optim d’oxigen a les mitocondries,
o com es podria posar remei a una possible defi-
ciencia d’aquest subministrament. A tal fi, d’una
banda es fan experiments, i de l’altra s’intenta
deduir enunciats dels models teorics. Ocasional-
ment, per comparacié dels resultats dels dos pro-
cediments, es poden descobrir propietats del cor-
responent sistema biologic (figura 2).

_[ Sistema bioldgic

| Model fisioldgico/fisic

Experiments

—

Model matematic |

Model matemaitic

discret (ordinador)

| B e

Comparacié '

Conclusions sobre

Desenvolupament

el sistema biolédgic d’un tractament

Figura 2

Aquesta forma de procedir és tipica de molts
dominis en qué es volen extreure conclusions de
models i experiments. Tot seguit es construeix, a



partir del sistema biologic i regint-se per criteris
fisiologics, fisics, quimics i morfologics, un model
fisiologico-fisic, de la qual resulta un model ma-
tematic. En el cas que ens ocupa s’obté un sis-
tema complicat d’equacions en derivades parcials
no lineals. Per tal de poder disposar de dades
explicites que es puguin comparar amb les dades
experimentals, a la practica hom es veu forgat, en
tots els casos, de recorrer a un altre model que
sigui apte per al tractament numeric —el qual es
coneix com a model discret.

Les equacions diferencials, especialment si sén
complicades, en general no es poden resoldre de
forma que obtinguem expressions matematiques
(funcions) que les compleixin i de les quals es
pugui inferir tota la informacié que desitgem. Ls
un dels meérits de la matematica, pero, que faci
possible, basant-se en investigacions tedriques,
de treure conclusions sobre el comportament de
les solucions de les equacions sense necessitat de
resoldre-les realment. Les preguntes fonamentals
son, sense dubte, les que demanen per a la bona
fonamentacié i estabilitat dels problemes. Quan
hom considera que ja s’ha fet el primer pas, havent
produit un model de la realitat, i que, al seu torn,
d’aquest s’ha passat a un segon model, el mate-
matic, llavors esdevé clar que al llarg del cami hi
ha tota mena de perills. Per exemple, un d’ells
és considerar certs aspectes com a secundaris i
negligir-los en benefici d’un model més senzill,
tot i que potser contribueixen indirectament, de
forma considerable, al fenomen estudiat. Un al-
tre és el perill de fer suposicions que duen a con-
seqliencies contradictories que no s’havien pogut
preveure en la fase de modelitzacié. Aquésts_ca.sos
es descobriran, en general, en el model matematic,
el qual llavors contindra, per exemple, equacions
incompletes, o que no tenen solucions o en tenen
massa, en una paraula, contindra equacions mal
fonamentades. D’aquesta forma, els sistemes ma-
tematics inestables es caracteritzen pel fet que pe-
tites variacions en els parametres (arranjaments
experimentals) o en les dades comporten grans
desviaments dels resultats corresponents.

Un aclariment satisfactori de qiiestions teori-
ques com aquestes no només té significacié pel
model fisiologico-fisic, el qual s’ha de repensar
i modificar si li manca estabilitat o bona fona-
mentacid, siné també per al tractament numeric
de les equacions. ~ Els models realistes generen,
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quan es discretitzen, sistemes de moltes equacions
amb centenars, per no dir milers, d’incognites que
posen problemes fins i tot als més potents ordi-
nadors d’avui. Un ordinador, en qué s’han intro-
duit les dades i els programes de calcul, (quasi)
sempre subministra resultats, val a dir solucions,
fins i tot en casos en els quals les equacions inicials
no discretitzades no en tenen cap! Quan es con-
sidera el nombre astronomic d’operacions que un
superordinador fa per segon i es té en compte que
els nombres de 'ordinador només consten d’un
petit nombre de digits, de forma que en cada
operacio es produeixen errors d’arrodoniment, no
és sorprenent que els nombres de sortida puguin
trobar-se —fins i tot si es presenten atractivament
amb tecniques grafiques actuals— lluny de la rea-
litat. Aquest és el cas, especialment en els pro-
blemes inestables, on petits errors d’arrodoniment
poden tenir conseqiiéncies catastrofiques. Quan
per recerques teOriques es pot mostrar que les
equacions del model matematic inicial no sén con-
tradictories i que admeten una solucid, i quan a
més a més es pot garantir que la solucid és uni-
ca i estable, llavors hem fet un gran pas enda-
vant. De fet, els enunciats d’aquesta mena sén
fonamentals per a obtenir fites de ’error que ens
assegurin que els resultats donats per I’ordinador
representen amb hona aproximacio la realitat i no
una. soluci6 il-lusoria.

En el cas de model de transport d’oxigen prece-
dent, algunes de les qiiestions matematiques es-
mentades es poden resoldre satisfactoriament.
Aix0 es pot atribuir al fet que el model fisiolo-
gico/fisic es hasa sobre la teoria classica de la di-
fusié, amb la qual cosa es pot descriure amb una
classe d’equacions diferencials que s’han estudiat
extensivament en els darrers trenta anys. El cas
(ue segueix, en canvi, és un problema extraor-
dinariament actual que ens mena fins a teories
fisiques no classiques de la difusid.

Les noves técniques de medicacié

Els metodes convencionals de tractament de
malalties amb medicaments consisteixen predo-
minantment en ’administracié de pastilles, po-
mades, gotes i injeccions intravenoses. En temps
recents es treballa intensivament en el desenvolu-
pament de nous métodes de medicar.

_Després d’administrar un medicament per un
metode convencional, en general augmentara la
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seva concentracié a la sang, fins a assolir un
maxim, i després disminuira fins a esvair-se. Com
que cada medicament té un marge d’efectivitat,
per sota de la qual és innocu i per sobre toxic,
les oscillacions de concentracié poden comportar
que s’alternin periodes d’intoxicacié amb d’altres
en que és inoperant.

Les noves técniques permeten que una unica
dosi del medicament es lliuri controladament al
cos, a una velocitat constant, durant un periode
préviament determinat (d’hores, dies o anys) i
eviten aixi les dites oscillacions. Permeten tam-
bé, endemsés, localitzar el lliurament a una part
determinada del cos, amb la qual cosa és possible
evitar que afecti els organs veins sans. Altres pro-
fits s6n la reducci6 de la necessitat de tractaments
continuats, ’augment del benestar general del pa-
cient i ’eliminacié dels factors personals (com per
exemple, ’administracié irregular de pastilles).

Un dels métodes consisteix a incorporar el
medicament en un polimer que després es col-
loca al lloc del cos desitjat. Llavors el material
polimeric lliura el medicament per difusié, reac-
cions quimiques o processos de dissoluci6. Per
tal de poder controlar la intensitat i duracié del
lliurament, la bona comprensié dels corresponents
processos de difusi6 té una importancia fonamen-
tal. Diguem només que es tracta de complicats
desgastos pels quals la difusié ocasiona canvis
mecanics del polimer, els quals al seu torn reper-
cuteixen sobre els processos de difusié. Avui en-
cara no es disposa de cap teoria fisica segura
d’aquesta difusié visco-elastica no classica en els
polimers. Es per aquesta rad que s’intenta desen-
volupar, a partir de bases fenomenologiques, mo-
dels matematics que permetin descriure aquests
processos. Aixi es van inferir, com ara a 1’Institut
de Tecnologia de California, equacions diferencials
que sembla que descriuren, acuradament fins a
una certa mesura, almenys alguns d’aquests nous
processos de difusié. De fet, es tracta d’una classe
d’equacions que fins ara no s’ha investigat en la
literatura matematica.

Per tal d’examinar la qualitat d’aquests models
s’han fet calculs numerics extensius. Per reduir la
complexitat de les equacions, a fi de mantenir el
cost dels calculs dins d’una fita raonable, es van
fer una serie de suposicions simplificadores. Men-
tre que els tests numerics sobre les equacions sim-
plificades semblava que proporcionaven els efectes

desitjats, mitjancant una analisi matematica es
va poder mostrar que les solucions de les esmen-
tades equacions simplificades no podien tenir de
cap manera les propietats esperades, de forma que
el model havia esdevingut irreal per ’oblit de ter-
mes essencials. Aixi, que hom hagué d’entendre’s
directament amb les equacions complicades, de les
quals entretant, es va poder demostrar que es-
taven ben fonamentades.

Repercussions sobre la matematica

Naturalment, només es tracta d’haver ofert,
amb els exemples que hem escollit, una petita
mostra del vast domini de la interaccié de la
matematica amb altres disciplines cientifiques.
Aquests contactes han estat sempre, en el decurs
de la llarga historia de les matematiques, d’una
fertilitat extraordinaria. Van impulsar el desen-
volupament de disciplines matematiques senceres,
les quals van ser investigades i reconstruides pel
seu interés purament matematic, per una curiosi-
tat intellectual del tot aliena a cap aplicacié con-
creta, només per constatar després de forma ines-
perada que tenien noves aplicacions a altres do-
minis. D’aquesta manera contribueixen conside-
rablement al manteniment de la vivacitat i forga
d’aquesta antiga ciéncia.
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Per qué hi ha matematics que, no pas de mala gana,

llegeixen sobre el temps

Matematica: un passatemps amb objectes inventats se-
gons regles lliurement elegides? Els matematics entenen
que es manegen idees. | la matematica té a veure amb
la realitat. D'ambdds aspectes tracta aquesta contribu-
cié: de la modelitzacié de processos reals i del treball
matematic en els models.

Urs KirciGRABER 1 Urs RuFr

Els homes han desitjat des de sempre poder pre-
veure el futur. Hi ha una tradicié que diu que
els horoscops en els diaris de gran difusié conte-
nen oportunitats. L’any 847 el matematic i as-
tronom Al-Khuwarizmi va ser cridat al llit del
califa malalt. Ell compongué el seu horoscop i li
profetitza que viuria encara cinquanta anys. (Deu
dies més tard va morir el califa.) El nom Al-
Khuwarizmi, benemerit en 1’algebra, perdura en
forma antiquada en la paraula algorisme. Avui
a penes es troben matematics coneguts entre els
astrolegs. Potser les preguntes, de les quals hom
espera resposta fiable, s’han tornat més modestes.
Tornara a créixer ’any vinent el producte interior
brut? Es pot planificar una volta per la muntanya
oinvitar a una festa en el jardi dintre de cinc dies?

Sovint els pronostics resulten falsos. El que
se’n burla, infravalora la pretensié que es proposa.
Allo que és sorprenent no sén els falsos pronostics,
sind els que resulten vers. De fet, d’on traiem
P’esperanca de poder fer pronostics correctes so-
bre qualsevol desenllag? Obviament, confiem en
la nostra fantasia que desenvolupara representa-
cions aptes de processos reals. Si aixo, de fet, té
lloc, no és pas sense reduccions drastiques. Aqui
la mesurabilitat és decisiva. Davant d’un procés

ens representem una serie de magnituds carac-
teristiques, les quals varien. lleus aqui un parell
d’exemples. Els moviments dels cossos celestes
en el nostre sistema planetari —dels planetes, de
la Lluna i els planetoides— presenten un procés,
que ha ocupat els homes des de I’antiguitat: les
magnituds que varien sén la posicié i la velocitat
dels cossos celestes. O bé el sistema del temps
atmosferic a tot el mén. Aqui es tracta de com
varien les temperatures locals, la pressio de 1'aire
i les velocitats dels vents. Finalment, el sistema
mundial com fou investigat per D. i D. Meadows
i J. Randers el 1972 (per encarrec del Club de
Roma) i el 1992. Aqui, demés de moltes altres
magnituds, varien la poblacié mundial, la produc-
ci6 industrial, la contaminacié del medi ambient i
el conjunt dels recursos naturals.

Que significa ara fer pronostics sobre tals pro-
cessos? La tasca cientifica que ens repta és la
descripcié dels desenvolupaments: com varien per
un procés determinat les magnituds caracteris-
tiques? Donara encara voltes la Terra al voltant
del sol d’aqui a mil milions d’anvs? Girara encara
aleshores la Terra una volta cada vint-i-quatre
hores? Sobreviura la humanitat encara dos-cents
anys?

Matematica 1 processos reals. Una mirada
historica endarrera

Ja en la antiguitat s’intenta descriure els movi-
ments dels planetes per mitja de cercles que ro-
den uns sobre altres. C. Ptolemeu (ca.87-165 dC)
perfecciona cl sistema i aconsegui una precisié
tan alta, que durd més de mil anys. En el segle
XV N. Copérnic (1473-1543) simplifica el sistema
ptolemaic en passar de la descripcio geocentrica a
la heliocéntrica. Al comengament del segle XVII
J. Kepler (1571-1630) volgué adaptar la versid
copernicana de la teoria ptolemaica a les obser-
vacions de T. Brahe (1546-1601) que per al seu
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temps eren incomparablement precises. Al llarg
d’aquest treball, que durant anys va requerir cal-
culs inimaginablement fatigosos, Kepler va des-
cobrir les tres famoses lleis que porten el seu
nom. Ell va emprar un objecte, 1’ellipse, per a
descriure com els planetes es mouen al voltant
del sol. Després que al llarg de segles la idea
del moviment circular més que cap altra hagués
inspirat els astronoms —pero alhora també els
hagués esclavitzat— les descobertes de Kepler
feren época. (En vida, certament, ell fou famds
com a astroleg de primera linia —fins i tot ell!)
On era ’astronomia després de Ptolemeu i Ke-
pler? Mitjangant recursos diferents s’havien de-
senrotllat descripcions dels moviments dels pla-
netes, que finalment havien aconseguit una pre-
cisié6 notable. La idea de descriure de manera
purament fenomenologica processos dinamics, és
certament menys amplia que el que es podria su-
posar. Per exemple, per a una descripci6 del pro-
cessos del temps atmosféric seria completament
ineficag.

Llei fonamental de la Mecanica. Un model
matematic que obre cami

Ben passat mig segle el gran fisic i matema-
tic anglés I. Newton (1642-1727) descobri que les
lleis de Kepler sén una conseqiiéncia, més aviat
senzilla d’un principi molt més general. La in-
tuicié6 de Newton, que obria nous horitzons, fou
que els moviments dels cossos celestes de la millor
manera que es deixen descriure és microscopica-
ment. A diferéncia de Kepler, que a una orbita
planetaria globalment observada feia correspon-
dre I’objecte matematic ellipse, Newton va pensar
localment i es va concentrar en les magnituds ca-
racteristiques del procés i en els seus increments.
Ell postula que els increments estan determinats
per les magnituds caracteristiques!

La seva llei fonamental de la mecanica enun-
cia: L’acceleracié instantania d’un cos —o sigui
I’increment de la seva velocitat— és proporcional
a la forga, que actua en aquell instant sobre ell,
i aquesta depeén, si s’escau, de la posicid i de la
velocitat del cos. (Que els increments instanta-
nis només depenguin dels valors instantanis de les
magnituds del procés, no és evident de cap ma-
nera. Pensem només en les decisions humanes:
aquestes no es prenen generalment basant-se so-
lament en la situacié present, sind que sén conse-

qiuéncia d’histories enteres.) Amb la forga de la
gravetat, postulada simultaniament per ell, s’obté
un nou i fonamental model per a la descripcié
de les orbites planetaries. No obstant aixo, no
sorgeix pas cap contradiccié amb les lleis de Ke-
pler: Si es consideren només dos cossos —el Sol
i la Terra— s’obté precisament 1’6rbita elliptica
de Kepler. Pero, si es consideren endemés altres
plantes, es mostra la forca del principi newtonia:
s’obtenen, amb comparacié a Kepler, érbites més
complicades i que coincideixen d’una manera ex-
traordinaria amb les observades modernament.

Ben entés, ni Newton ni ningd podria o pot de-
mostrar que els moviments dels planetes obeeixen
radicalment el principi fonamental de Newton.
(En virtut de la teoria de la relativitat d’Einstein,
fins i tot estem obligats a dir que no ho fan!).
La llei fonamental de la mecanica és un model
matematic pels processos de moviment dinamics.
Les aixi anomenades lleis de la natura no sén
pas tltimes i definitives veritats, siné precisa-
ment models, és a dir, assaigs de descriure amb
més o menys precisié i mitjangant entitats mate-
matiques una part de la realitat. També el sis-
tema ptolemaic i les lleis de Kepler sén tals as-
saigs. Des d’aquest punt de vista no hi ha cap
diferencia de principi i important entre les teories
dels moviments dels planetes de Ptolemeu, Ke-
pler i Newton. Ara bé, la teoria de Newton es-
ta en tot d’acord, d’una manera extraordinaria,
amb les observacions exactes; i es distingeix per
una molt més gran eficiéncia, és incomparable-
ment més {lexible i universal: permet d’abarcar
un ample espectre de fenomens de diversa natu-
ralesa. La teoria de Newton —una creacié hu-
mana d’alt encant estétic— ha esdevingut, de
fet, el prototipus d’una teoria, la fisica. La des-
cripcié dels moviments dels liquids i dels gasos
—fonament de 1’aerodinamica i de la meteoro-
logia— dels camps electromagnetics, i dels pro-
cessos de la fisica quantica, sén exemples de la
formacié de models segons aquesta mostra.

Propiament és una paradoxa. L’éxit de la for-
macié de models matematics i la seva aplicacié
salta a la vista. Malgrat tot, hem de concedir
que no comprenem per qué els models matema-
tics poden descriure processos reals. Sabem exac-
tament com cau una poma, on es trobara la
Lluna dintre de mil anys i sobre quina orbita
vola una sonda cap a Mars, perdo no sabem el



perqué. <«Tot és nombres deien els pitagorics.
Potser foren els primers que presentiren la im-
portancia de la matematica per a la descripcié
de la realitat. G. Galilei (1564-1642) afirmava
triomfalment: «En el gran llibre de la natura,
només hi pot llegir aquell que en coneix la llen-
gua, en la qual aquest llibre esta escrit, i aquesta
llengua és la matematica». També el matematic
alemany H. Neunzert, especialitzat en les aplica-
cions industrials, pensa d’una manera semblant
quan ell qualifica la matematica com <«clau de
les tecnologies-clau». El fisic america E. Wigner
pensava: «Que el llenguatge de la matematica
sigui tan apropiat per a la formulacié de les lleis
fonamentals de la fisica, és un miracle, un regal
meravellds, que ni entenem ni mereixems». FEl
seu collega S. Weinberg certament subministra
un complement interessant per a una imagina-
ble explicacid: suposant que una certa simplici-
tat serveix de fonament al mén, li és apropiat
un cert ordre. Un principal desig de la mate-
matica és el descobriment i ’estudi de les formes
d’ordre. Suposant que, de fet, només hi ha un cert
nombre de formes de I’ordre, aleshores no resulta
sorprenent que les estructures de les matemati-
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ques resultin apropiades per a la descripcié de la
fisica i adhuc es compren que manta vegada els
matematics aconsegueixin descobrir la matema-
tica rellevant per a la fisica per endavant, és a dir,
fins i tot abans que sigui necessaria per a la fisica.
Certament, la matematitzacié no ha pas reeixit
tant en totes les disciplines com en la fisica. La
modelitzacid dels processos dinamics en la biolo-
gia o en I’economia, per exemple, és menys fiable.
D’acord amb aixo, el model de D. i D. Meadows
i J. Randers sobre el futur del mén no queda pas
lliure de controversia.

Equacions diferencials. Un tema per als
matematics dur de pelar

Després que en la primera part hem indicat
com fou d’eficient la formacié de models inicia-
da per Newton, considerem en aquesta segona
part I'objecte matematic que Newton ha trobat
per al seu proposit. Ens referim a les equacions
diferencials: equacions segons la mostra de la
llei fonamental de la mecanica, ja mencionada.
La investigacié de les equacions diferencials és
una de les tasques més interessants i exigents

Gracies a la capa-
citat dels grans or-
dinadors es poden
millorar els pronos-

tics del temps.
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de la matematica. Es podria esperar que en els
tres segles llargs des dels descobriments de New-
ton s’haguessin resolt els problemes més impor-
tants. Desgraciadament no és aixi. En primer lloc
no pocs famosos matematics han resolt escollides
equacions diferencials, d’una manera semblant a
com es resolen a l’escola les equacions quadra-
tiques. La llista comprén noms tan illustres com
Leibniz, Euler, Gauss, Lagrange, Lord Rayleigh,
Jacobi, Lie i d’altres. Pero, sovint aquestes equa-
cions diferencials no tenien cap importancia prac-
tica; eren interessants només perque se les podia
resoldre per procediments enginyosos. Es tenia
un notable instrument per a fer models matema-
tics de processos reals, pero sovint no es reeixia
a resoldre les corresponents equacions. Aquesta
discrepancia astoradora no ha estat fins avui dia
de cap manera superada.

Meétodes quantitatius de resolucio

En principi hi ha dues classes de métodes per a
investigar equacions diferencials: els quantitatius
i els qualitatius. En les recerques quantitatives,
quan no es disposa de cap féormula resolutiva, es
determinen les solucions per aproximacié. Una
equacié diferencial és un enunciat en petit, descriu
la connexi6 entre les magnituds caracteristiques
d’un procés i els seus increments. Estableix com,
partint d’un estat, es pot calcular la tendencia al
canvi. D’aqui es pot determinar aproximadament
el curs del procés: del coneixement de l’estat en
el moment actual, de ’estat inicial, es pot calcu-
lar la variacié en el moment proxim i d’aqui es
pot obtenir D’estat segiient; d’aqui, en resulta la
variacié en el moment després del proxim, i tam-
bé ’estat en el moment després del proxim i aix{
successivament. Per a aquests calculs I’ordinador
ofereix un mitja insuperable. Aquestes aproxima-
cions per ordinador sén per a un viatge espacial
tan indispensables com per al pronostic diari del
temps. Aixi i tot, el problema no queda pas li-
quidat. Puix, quant dura un moment: un dia,
una hora, un milisegon...? El proxim moment, de
qué tan lleugerament hem parlat, en realitat no
existeix pas: sempre n’hi ha entremig un de més
proxim. També, el resultat és sempre només una
aproximacié; una aproximacio, i aqui trobem la
dificultat, de qué no se sap com n’és de precisa.
Pot ser, sense que ens n’adonem, tan dolenta, que
resulti erronia i, per tant, sigui inutil.

Propietats qualitatives de les solucions

L’alternativa s6n metodes qualitatius. Qui tre-
balla en métodes qualitatius es decideix a abordar
el problema de les equacions diferencials des d’una
altra posicido. Descobreix que si només es vol
obtenir una vista general del comportament d’un
sistema, aleshores no és necessari descriure deta-
lladament les solucions. La paternitat d’aquesta
idea es deu al matematic francés Henri Poincaré
(1854-1912). Ell reconegué que unes férmules
resolutives, adhuc quan puguin ésser obtingudes,
no sén pas un valor digne de qualsevol esforg
que calgui. S6n molt més importants les propie-
tats qualitatives o geomeétriques de les solucions:
d’una solucié es vol saber si és creixent o perio-
dica (com sinz), etc. L’estratégia de Poincaré era
d’obtenir tals enunciats directament de 1’equacié
diferencial. D’aquesta manera, obri una nova
perspectiva en el domini de les equacions diferen-
cials. Amb un atac directe a les propietats essen-
cials de les solucions, es poden estalviar la mar-
rada per les formules resolutives, que generalment
no es tenen a l’abast, i els calculs amb ordinadors,
que son insegurs; certament aquest procediment
exigeix la sagacitat d’un Sherlock Holmes! Em-
prant una altra figura, hom es troba en el lloc
d’un caricaturista que ha de dibuixar sobre el
paper els trets tipics d’una persona que ell des-
coneix completament. Poincaré va desenvolupar
amb aquesta finalitat un conjunt de técniques con-
tundents. _

Ara bé, de quina forma és un enunciat qua-
litatiu d’una solucié d’una equacié diferencial?
Com es distingeix d’una descripcié quantitativa?
Aixo ha de ser aclarit mitjangant un exemple sen-
zill: Dequacié que descriu els moviments d’un
péndol. Els enunciats matematics que es poden
obtenir sobre aquesta equacid, ara els descriurem
no pas mitjancant formules, siné que els aclarirem
en ’objecte fisic pendol. Per tant, parlarem del
pendol, pero pensem en l’equacié. Imaginem que
el pendol en el seu extrem superior esta col-locat
de tal manera que pot girar lliurement i sense fric-
ci6 al voltant d’un eix a. Des d’un punt de vista
qualitatiu es poden distingir cinc tipus de movi-
ments:

- El péndol pot estar penjat cap avall: esta
quiet (en una posicié d’equilibri).

— Oscilla, és a dir, es balanceja d’un costat a
I’altre de la posicié d’equilibri inferior. La ma-



xima separacié de la posicié d’equilibri pot ser
més gran o més petita.

- El péndol gira, és a saber, gira durant tot el
temps al voltant de I’eix de gir a, i naturalment,
sempre en el sentit de les agulles del rellotge o
sempre en el sentit contrari.

— La tija del pendol esta exactament vertical
sobre 1’eix de gir: el péndol roman en la posicié
d’equilibri superior.

- El péndol trepa cap a la posicié d’equilibri
superior i ho fa sempre més lentament: no cau
cap endarrera ni tampoc arriba mai a dalt de
tot. Aquest procés infinitament durador també
ara pot ser en el sentit de les agulles del rellotge
o en el sentit contrari.

També és interessant comparar ara les dues
situacions d’equilibri. En la posicié d’equilibri in-
ferior, un petit cop donat al péndol provoca una
petita conseqiiéncia: oscilla débilment. L’equi-
libri és estable. Al contrari, si es guia el péndol
des de la posicié d’equilibri superior o se li déna
un cop tan petit com es vulgui, la conseqiiéncia és
enorme: el péndol oscilla amb grans amplituds o
fins i tot comenga a girar. L’equilibri és inestable.

Aquests enunciats qualitatius donen un excel-
lent resum sobre les solucions de ’equacié dife-
rencial del péndol amb punt de sustentacié fix.
Pero, moltes preguntes, que certament podrien
ser d’interés, queden sense contestaci6. Quina
és la duracié del periode d’oscillacié en el cas
d’una solucié oscillatoria? Com ha de ser de
gran 'impuls perque el péndol giri i no oscil-li?
On es troba exactament el péndol en un moment
determinat? Tals preguntes pertanyen al domini
dels métodes quantitatius. Poden ser contestades
mitjangant les férmules resolutives, que en aquest
cas sén a ’abast. Resulta molt diferent, alterant
nomsés molt poc el problema del péndol. L’equacié
diferencial del péndol amb un punt de sustentacié
fix passa a l’equacid diferencial d’un péndol, el
punt de sustentacié del qual oscilla verticalment
amb una petita amplitud. Per a aquesta equacié
no hi ha férmules resolutives a 1’abast. Al con-
trari, és possible una analisi qualitativa: aquesta
mostra que el comportament del sistema és en
certa manera impredictible. Si el péndol gira en
el sistema originari amb el punt de sustentacid
fix, gira sempre en el sentit de les agulles del re-
llotge o sempre en el sentit oposat. Per contra, en
el sistema modificat el péndol pot canviar el seu
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sentit de gir. Ara pot canviar i girar en el sentit
de les agulles del rellotge i en el sentit contrari,
i de tal manera que el nombre de voltes en cada
un dels dos sentits és completament imprevisible!
Que vol dir aixo6 en concret?

Impronosticabilitat d’un sistema sensible

Primer, representem-nos, encara una vegada
més, la inestabilitat de la posicié d’equilibri supe-
rior en el sistema originari amb el punt de suspen-
sid fix. Una petita variacié produeix amples oscil-
lacions o fins i tot voltes del péndol. Es certament
dramatic, perd no canviares en la comprensié dels
moviments possibles del péndol en aquest sistema.
Representem-nos un observador que segueix els
possibles moviments i els descriu qualitativament
portant-ne un protocol: si el péndol va en el sen-
tit de les agulles del rellotge i passa pel punt més
baix, escriu una m (de minus); i si passa pel punt
més baix en el sentit contrari al de les agulles del
rellotge escriu una p (de plus). D’aquesta manera
a cada moviment correspon una successié de m
i p. En total, només es poden presentar exacta-
ment tres diferents protocols: la successié de m
soles, la successié de p soles i la successié en queé
p i m alternen. Els protocols apareixen ben dife-
rents quan es considera el sistema amb un punt
de suspensio oscillant. L’analisi matematica de-
mostra que, donada una successi arbitraria de m
i p, aquesta pot ser obtinguda com a protocol. Per
a un observador aixo significa: per molt de temps
que ell segueixi el moviment del péndol, per molt
llarg que sigui el fragment de protocol de qué dis-
posa: si s’escau, ell no pot pronosticar quin sera el
segiient registre en el protocol! Per exemple, sigui
mpmmpppppmppmpmp el fragment de protocol,
que es pot continuar de dues maneres, a saber, o
amb una p o amb una m; doncs bé, per ambdues
prolongacions hi ha un moviment corresponent.
Si es consideren els deu registres segiients, hi ha
210 o sigui 1.024 possibilitats de continuar la suc-
cessié de p i m, i de nou cada una d’elles pot ser
realitzada.

La impronosticabilitat d’aquest sistema tam-
bé es pot descriure d’una altra manera. Con-
siderem dos moviments, els protocols dels quals
coincideixen en un llarg fragment; d’aixo, es pot
deduir que els seus estats inicials eren proxims
I'un a l’altre, i tant més proxims com més llarga
era la coincidencia dels protocols. Considerant-
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ho a la inversa, aix0 significa: petites variacions
dels estats inicials tenen grans conseqiiéncies. Es
poden presentar dos péndols, que al principi es
mouen gairebé sincronicament i després imprevi-
siblement —quan els seus protocols comencen a
diferenciar-se— perden la sincronia i se separen.
Des d’un punt de vista quantitatiu, se separen ex-
ponencialment I’'un de l’altre. Es diu que el com-
portament d’aquest sistema és sensible. Com que
els estats inicials mai no poden ser determinats o
realitzats amb precisi6 infinita, el comportament
a llarg termini d’un sistema sensible no és pronos-
ticable.

Comportament caodtic

L’equacié diferencial del péndol amb punt de
suspensio oscillant correspon certament a un sis-
tema real i fisic, perd que no té pas una gran im-
portancia practica; és important perqué mostra
que el comportament caotic es pot donar fins i tot
en sistemes senzills, i és important perqué mit-
jangant aquest exemple entenem completament
I’indole de la inestabilitat i podem demostrar que
té propietats caotiques. A part d’aixo, exacta-
ment aquest mecanisme caotic fou descobert ja
per Poincaré al final del segle passat; pero no fou
fins els anys seixanta que el matematic america
S. Smale va crear el marc per a una teoria mate-
matica satisfactoria.

El fenomen del comportament caotic és astora-
dor! Una equacié diferencial descriu un procés de-
terministic: I’estat inicial determina el transcurs
del procés per a tot el futur. Malgrat aixo, quan
I’equacié diferencial és sensible, el futur no és
pronosticable. Aquesta asseveracid, que al primer
cop d’ull sembla contradictoria és un fonament de
la fascinacié de la qiiestié del caos. Malgrat que el
fonament del comportament caotic fou descobert
fa més de cent anys, el fenomen, adhuc entre ma-
tematics, fisics i naturalistes, no fou generalment
conegut fins fa dues desenes d’anys. La revolu-
ci6 dels ordinadors amb la possibilitat de poder
portar a terme enormes quantitats de calculs i
de poder representar graficament els resultats en
diferents formes, hi ha jugat un paper molt impor-
tant. Molts sistemes han estat investigats: pro-
cessos de friccié de rotors rapids (interessen en
la construccié de camps magnétics), sistemes de
laser, el peculiar comportament orbital dels satel-
lits Janus i Epimeteu de Saturn, el caos en els

corrents, el temps atmosféric, només per anome-
nar alguns exemples. Pero, els models matema-
tics de processos reals sén tan complicats, que
demostracions matematiques per als comporta-
ments caotics, almenys actualment, semblen ina-
bastables. Per contra, juguen un gran paper les
simulacions amb ordinador: hi ha tota una série
de tests que sobre el fonament de calculs volumi-
nosos denoten la possibilitat de comportaments
caotics.

Simulacié per ordinador de sistemes caodtics

Hom es pot meravellar de la importancia dels
calculs amb ordinadors especialment en els sis-
temes caodtics. Ja que una calculadora només pot
treballar amb un determinat nombre de xifres o
posicions (per exemple 10 posicions), adhuc una
simple multiplicacié6 de dos nombres no pot ser
efectuada exactament, sempre es comet un er-
ror, d’arrodoniment. La simulacié a llarg ter-
mini d’un procés dinamic per ordinador exigeix
moltissimes addicions, multiplicacions, etc. Ara
bé, en els sistemes sensibles, com hem vist, fins
i tot un petit error, ja en l'estat inicial i des-
prés d’un temps curt, produeix una conseqiién-
cia catastrofica; qué han de fer, aleshores, cil-
culs numerics en els quals s’estan cometent er-
rors continuament? Suposem que A; sigui el curs
del procés que ens interessa i B, la seva simulacié
obtinguda mitjangant I’ordinador. Si el procés en
qiiestio és sensible, la diferéncia entre B, i A; creix
exponencialment al llarg del temps ¢, de manera
que la simulacié ofereix un bon pronostic només si
és a curt termini. Ara bé, resulta interessant que
sota certes condicions es pot demostrar que hi ha
un curs A; del procés, el qual certament s’aparta
exponencialment de A;, perd que corre sempre a
la vora de B;, a saber, la diferéncia entre B; i
A, resta petita. O bé, emprant la metafora del
temps: Hi ha, en efecte, un temps que s’aproxima
al pronosticat pels meteorolegs, només que no és
pas el que viurem!

Urs Kirchgraber és professor de matematiques a PETH
de Zuric, i Urs Ruf és professor de llengua i literatura a
I’Escola Cantonal de Zuric Oberland i professor encarregat
a la Universitat de Zuric.
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